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УРАВНЕНИЯ ЭЙЛЕРА-ЛАГРАНЖА 

• Функция Лагранжа: 
𝐿(𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑠, 𝑞 1, 𝑞 2, . . . , 𝑞 𝑠, 𝑡) 

• Действие: 

𝑆 =  ‍

𝑡2

𝑡1

𝐿 𝑞, 𝑞 , 𝑡 𝑑𝑡 

• Уравнения Эйлера-Лагранжа: 
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞 𝑖
−

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
= 0 

• Задача Коши для уравнений Эйлера-Лагранжа: 
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞 𝑖
−

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
= 0

𝑞𝑖(0) = 𝑞𝑖,0
𝑞 𝑖(0) = 𝑞 𝑖,0

 

, 

 



ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ЭНЕРГИИ 

𝑑

𝑑𝑡
 ‍

𝑛

𝑖=1

𝑞 𝑖
𝜕𝐿

𝜕𝑞 𝑖
− 𝐿 = 0 

Величина  ‍𝑛
𝑖=1 𝑞 𝑖

𝜕𝐿

𝜕𝑞 𝑖
− 𝐿 называется полной энергией 

системы.  



ЦЕЛЬ 

• Создание адаптивного вариационного 

метода, сохраняющего полную энергию 

системы почти всюду 



ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛОГ УРАВНЕНИЙ 
ЭЙЛЕРА-ЛАГРАНЖА 

• Дискретное действие: 

𝑆𝑑(𝑞𝑖) =  ‍

𝑁−1

𝑖=0

𝐿𝑑(𝑞𝑖 , 𝑞𝑖+1, ℎ𝑖)ℎ𝑖 , 

• Дискретный аналог функции Лагранжа: 

𝐿𝑑 𝑞𝑖 , 𝑞𝑖+1, ℎ𝑖 =
1

2

𝑞𝑖+1 − 𝑞𝑖
ℎ𝑖

𝑇

𝑀
𝑞𝑖+1 − 𝑞𝑖

ℎ𝑖
− 𝑉 𝛾𝑞𝑖 + 1 − 𝛾 𝑞𝑖+1  

 

• Дискретный аналог уравнений Эйлера-Лагранжа: 

ℎ𝑖−1 𝑀
(𝑞𝑖 − 𝑞𝑖−1)

ℎ𝑖−1
2 − (1 − 𝛾)𝑉′(𝛾𝑞𝑖−1 + (1 − 𝛾)𝑞𝑖)

+ℎ𝑖 −𝑀
(𝑞𝑖+1 − 𝑞𝑖)

ℎ𝑖
2 − 𝛾𝑉′(𝛾𝑞𝑖 + (1 − 𝛾)𝑞𝑖+1) = 0

,  𝑖 = 1,… ,𝑁 − 1 

 



ДИСБАЛАНС ПОЛНОЙ ЭНЕРГИИ 

• 𝐸𝑑(𝑞𝑖 , 𝑣𝑖−1

2

, ℎ𝑖−1, 𝛾) =
1

2
𝑣
i−

1

2

𝑇𝑀𝑣
i−

1

2

+ 𝑉(𝑞𝑖 − 𝛾𝑣
𝑖−

1

2

ℎ𝑖−1) 

• 𝐸𝑑(𝑞𝑖+1, 𝑣i+1

2

, ℎ𝑖 , 𝛾) =
1

2
𝑣
i+

1

2

𝑇𝑀𝑣
i+

1

2

+ 𝑉(𝑞𝑖+1 − 𝛾𝑣
i+

1

2

ℎ𝑖) 

• Δ𝐸 = 𝐸𝑑(𝑞𝑖+1, 𝑣i+1

2

, ℎ𝑖 , 𝛾) − 𝐸𝑑(𝑞𝑖 , 𝑣𝑖−1

2

, ℎ𝑖−1, 𝛾) 

• Необходимо, чтобы Δ𝐸 = 0 

2 способа: 

• Зафиксировать 𝛾 и исходя из условия Δ𝐸 = 0 
выбирать ℎ𝑖 

• Зафиксировать ℎ и исходя из условия Δ𝐸 = 0 
выбирать 𝛾 



АДАПТИВНЫЙ ВАРИАЦИОННЫЙ 
МЕТОД 

• 𝑀
𝑣
𝑖−

1
2

ℎ2
− (1 − 𝛾)𝑉′(𝑞𝑖 − 𝛾𝑣

𝑖−
1

2

ℎ) −𝑀
𝑞𝑖+1−𝑞𝑖

ℎ2
−

𝛾𝑉′ 𝛾𝑞𝑖 + 1 − 𝛾 𝑞𝑖+1 = 0 

• 𝑣
𝑖+

1

2

=
𝑞𝑖+1−𝑞𝑖

ℎ
 

• Δ𝐸(𝛾) = 0 

• ℎ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

 



ПРИМЕР 1: КУБИЧЕСКИЙ 
ПОТЕНЦИАЛ 

• 𝑉 =
𝑞3

3
−

𝑞2

2
, 𝑞 − скалярная величина 

• 𝑚 = 1 

• 𝐸 = −
1

12
 

•  

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
= 𝑞 − 𝑞2

𝑞0 = 0.5 

𝑣0 = 0 

 



УРАВНЕНИЯ МЕТОДА 

• ℎ2𝛾(1 − 𝛾)2𝑞𝑖+1
2 − (𝛾(1 − 𝛾)ℎ2 − 1 − 2ℎ2𝛾(1 − 𝛾)(𝛾𝑣𝑖−1ℎ + 𝛾𝑞𝑖−1))𝑞𝑖+1 −

𝑣
𝑖−

1

2

ℎ + ℎ2(1 − 𝛾)((𝑞𝑖 − 𝛾𝑣
𝑖−

1

2

ℎ)2 − (𝑞𝑖 − 𝛾𝑣
𝑖−

1

2

ℎ)) − 𝑞𝑖 + 𝛾3ℎ2𝑞𝑖
2 − 𝛾2ℎ2𝑞𝑖 =

0 

• 𝑣
𝑖+

1

2

=
𝑞𝑖+1−𝑞𝑖

ℎ
 

• Δ𝐸(𝛾) =
𝑣
𝑖+

1
2

2

2
−

𝑣
𝑖−

1
2

2

2
+

(𝑞𝑖+1−𝛾𝑣i+1
2
ℎ)3

3
−

(𝑞𝑖+1−𝛾𝑣i+1
2
ℎ)2

2
−

(𝑞𝑖−𝛾𝑣i−1
2
ℎ)3

3
+

(𝑞𝑖−𝛾𝑣i−12
ℎ)2

2
 



Линии нулевого 
приращения энергии 
на плоскости 𝛾𝑞  при 
движении по верхней 
половине фазовой 
траектории 



Линии нулевого 
приращения энергии 

на плоскости 𝛾𝑞  при 
движении по нижней 
половине фазовой 
траектории 

 





АДАПТИВНЫЙ ВАРИАЦИОННЫЙ 
МЕТОД 

• 𝑀
𝑣
𝑖−

1
2

ℎ2
− (1 − 𝛾)𝑉′(𝑞𝑖 − 𝛾𝑣

𝑖−
1

2

ℎ) −𝑀
𝑞𝑖+1−𝑞𝑖

ℎ2
−

𝛾𝑉′ 𝛾𝑞𝑖 + 1 − 𝛾 𝑞𝑖+1 = 0 

• 𝑣
𝑖+

1

2

=
𝑞𝑖+1−𝑞𝑖

ℎ
 

• γ ∈ Argmin
𝜃∈[0,1]

∆𝐸(𝜃)2 

• ℎ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 



ПРИМЕР 2: КВАДРАТИЧНЫЙ 
ПОТЕНЦИАЛ 

• 𝑉 =
1

2
𝑞2 

•  

𝑑2𝑞

𝑑𝑡2
= −𝑞

𝑞 0 = 𝑞0
𝑣 0 = 𝑣0

 

• 𝑞 = 𝑞0𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑣0𝑠𝑖𝑛𝑡 

• 𝑞𝑖 =
𝑣0ℎ+𝑞0(1−𝑎)

𝑏
𝑠𝑖𝑛 𝑖𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑏

𝑎
+ 𝑞0𝑐𝑜𝑠 𝑖𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑏

𝑎
 

• 𝑎 =
2(1+ℎ2𝛾(1−𝛾))−ℎ2

2(1+ℎ2𝛾(1−𝛾))
, 𝑏 = ℎ

4−ℎ2(2𝛾−1)2

2(1+ℎ2𝛾(1−𝛾))
 



𝑁~
1

8
𝑚2 

𝑚 − количество точек на период 



ПРИМЕР 3: ПОТЕНЦИАЛ МОРЗЕ 

• 𝑉 = 1 − 𝑒1−𝑞 2 − 1 

• 𝑚 = 1 

•

𝑑2𝑞

𝑑𝑡2
= 2𝑒1−𝑞(1 − 𝑒1−𝑞)

𝑞0 = ln
10

11
𝑒                 

𝑝0 = 0                             

 

 

• 𝐸0 = −0.99 

• 𝑇 = 𝜋
200

99
 

 



Метод 𝜇 ∆1𝐻  ∆1𝑞  ∆1𝑣  ∆𝑛𝐻  ∆𝑛𝑞  ∆𝑛𝑣  ∆ 𝑛𝑞  ∆ 𝑛𝑣  

Адаптивн

ый 

вариаци

онный 
метод 

0.1 8.63 ∙ 10−10 2.61 ∙ 10−2 1.29 ∙ 10−2 9.34 ∙ 10−10 2.06 ∙ 10−1 2.81 ∙ 10−1 7.53 ∙ 10−2 4.36 ∙ 10−2 

0.05 4.97 ∙ 10−10 1.43 ∙ 10−2 3.33 ∙ 10−3 4.6 ∙ 10−10 2.03 ∙ 10−1 2.83 ∙ 10−1 3.12 ∙ 10−2 2.32 ∙ 10−2 

0.01 4.12 ∙ 10−11 3.1 ∙ 10−3 1.36 ∙ 10−4 1.43 ∙ 10−11 1.73 ∙ 10−1 2.33 ∙ 10−1 7.02 ∙ 10−3 6.07 ∙ 10−3 

Вариаци

онный 
метод 

0.1 2.42 ∙ 10−4 2.61 ∙ 10−2 3.04 ∙ 10−3 2.42 ∙ 10−4 2.06 ∙ 10−1 2.8 ∙ 10−1 7.46 ∙ 10−2 4.87 ∙ 10−2 

0.05 6.49 ∙ 10−5 1.43 ∙ 10−2 8.07 ∙ 10−3 6.49 ∙ 10−5 2.02 ∙ 10−1 2.82 ∙ 10−1 4.15 ∙ 10−2 3.59 ∙ 10−2 

0.01 2.27 ∙ 10−6 3.1 ∙ 10−3 3.29 ∙ 10−4 2.65 ∙ 10−6 1.73 ∙ 10−1 2.57 ∙ 10−1 6.93 ∙ 10−3 5.92 ∙ 10−3 

Метод 
Верле 

0.1 1.07 ∙ 10−3 8.17 ∙ 10−3 1.71 ∙ 10−2 1.08 ∙ 10−3 2 ∙ 10−1 2.72 ∙ 10−1 5.97 ∙ 10−2 9.07 ∙ 10−2 

0.05 2.66 ∙ 10−4 1.99 ∙ 10−3 4.39 ∙ 10−3 2.69 ∙ 10−4 2 ∙ 10−1 2.8 ∙ 10−1 2.39 ∙ 10−2 3.74 ∙ 10−2 

0.01 10−4 7.91 ∙ 10−5 1.75 ∙ 10−4 10−5 1.74 ∙ 10−1 2.57 ∙ 10−1 3 ∙ 10−3 4.72 ∙ 10−3 

∆1𝐻 −максимальная погрешность дисбаланса энергии на первом периоде  
∆1𝑞 − максимальная погрешность координат на первом периоде  
∆1𝑣 − максимальная погрешность скоростей на первом периоде  
∆𝑛𝐻 − максимальная погрешность дисбаланса энергии на n-том периоде 

∆𝑛𝑞 − максимальная погрешность координат на n-том периоде 
∆𝑛𝑣 − максимальная погрешность скоростей на n-том периоде 

∆ 𝑛𝑞 − максимальная погрешность координат на первом периоде, при условии, что начальные 

условия взяты с n-того периода 

∆ 𝑛𝑣 − максимальная погрешность скоростей на первом периоде, при условии, что начальные 

условия взяты с n-того периода   
где n-тый период – это период, на котором погрешность координат достигает своего 

максимального значения. 

 



РЕЗУЛЬТАТЫ 

• Предложен метод, минимизирующий 

дисбаланс полной энергии 

• Исследованы свойства метода на ряде 

модельных задач 

• Написана программа, реализующая 

метод 


