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Öåëü ðàáîòû

Ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè: 

∂~υ

∂t
+ (~υ,∇)~υ = −∇p +

1

Re
4~υ + ~g ,

(∇, ~υ) = 0.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå, ðåàëèçàöèÿ è ìîäèôèêàöèÿ
èçâåñòíûõ ÿâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, à òàêæå
èõ ñðàâíåíèå íà ïðèìåðå çàäà÷è îáòåêàíèÿ è óñòàíîâëåíèå âëèÿíèÿ
ðàçëè÷íûõ àïïðîêñèìàöèé îïåðàòîðîâ íà êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå
ðåøåíèÿ.



Ïîñòàíîâêà ìîäåëüíîé çàäà÷è

Ðèñ.: Îáëàñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è.



ßâíàÿ òåõíèêà ðàñùåïëåíèÿ îïåðàòîðîâ
Òåõíèêà ðàñùåïëåíèÿ íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
â ÿâíîì âèäå:

~υl+1 = ~υl − τ(~υl ,∇)~υl − τ∇pl+1 +
τ

Re
4~υl .

Àëãîðèòì ÿâíîé òåõíèêè.

1. Âû÷èñëÿåì ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå ñêîðîñòåé:

~υ∗ = ~υl − τ(~υl ,∇)~υl − τβ∇pl +
τ

Re
4~υl ;

2. Ðåøàåì óðàâíåíèå Ïóàññîíà:

4φ =
1

τ
(∇, ~υ∗);

3. Íàõîäèì çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ íà ñëåäóþùåì øàãå ïî
âðåìåíè:

~υl+1 = ~υ∗ − τ

ρ
∇φ,

pl+1 = φ+ βpl .



¾Ïî÷òè¿ ÿâíàÿ òåõíèêà

Òåõíèêà ðàñùåïëåíèÿ íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
â íåÿâíîì âèäå:

~υl+1 = ~υl − τ(~υl+1,∇)~υl+1 − τ∇pl+1 +
τ

Re
4~υl+1.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèå íà ñëåäóþùåì âðåìåííîì
ïîñòðîèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, êàæäóþ èòåðàöèþ êîòîðîãî áóäåò
îñóùåñòâëÿòü ïî ÿâíîé ñõåìå:

~υ(s+1) = ~υl − τ(~υ(s),∇)~υ(s) − τ∇p(s+1) +
τ

Re
4~υ(s),

(∇, ~υ(s+1)) = 0,

~υ(0) = ~υl , p(0) = pl .

Åñòåñòâåííûì óñëîâèåì îñòàíîâêè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà áóäåò
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

max{||p(s) − p(s+1)||C , ||~υ(s) − ~υ(s+1)||C} < ε.



¾Ïî÷òè¿ ÿâíàÿ òåõíèêà, óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè

Ïîñòðîåííûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ u = f (u) ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè:

u(s+1) = f (u(s)), u(s) = (~υ(s), p(s)), f îïðåäåëÿåòñÿ àëãîðèòìîì.

Ïðèìåíèì ìåòîä ñåêóùèõ:

u(s+1) = u(s) − δu(s+1)(u(s) − u(s−1))

δu(s+1) − δu(s)
,

u(1) = f (u(0)),

ãäå δu(s+1) = f (u(s))− u(s).

Ïðàêòè÷åñêè, ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñåêóùèõ äàåò óìåíüøåíèå îáùåãî
êîëè÷åñòâà èòåðàöèé â äâà ðàçà.



Òåõíèêè âûñøèõ ïîðÿäêîâ ïî âðåìåíè

Âûïèøåì îäèí èç ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòà âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ
ñèñòåìû ÎÄÓ u̇ = g(u):

u(1) = f (τ, u), u(2) = f (τ, u(1)),

û =
u + u(2)

2
.

Çäåñü f (τ, u) = u + τg(u) � âûðàæåíèå, êîòîðîå âû÷èñëÿåò èñêîìóþ
ôóíêöèþ ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì.
Ïóñòü òåïåðü u = (~υ, p), f îïðåäåëÿåòñÿ àëãîðèòìîì âûáðàííîé
òåõíèêè ðàñùåïëåíèÿ.
Ñîâåðøèì äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ øàãà ïî âðåìåíè, â êà÷åñòâå
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè íà íîâîì ñëîå áåðåòñÿ ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà
òåêóùåãî è ïîñëåäíåãî ðàññ÷èòàííîãî ñëîÿ.



Àïïðîêñèìàöèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Ðàñ÷åòíàÿ

ñåòêà

Ïóñòü ωf � ìíîæåñòâî óçëîâ, â êîòîðûõ çíà÷åíèå ïîëÿ f
îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé, òî åñòü óçëîâ, ëåæàùèõ âíóòðè
îáëàñòè, è íà ãðàíèöàõ, êîòîðûì ïðåäïèñàíû êðàåâûå óñëîâèÿ
Íåéìàíà.
Ïóñòü γf � ìíîæåñòâî óçëîâ, â êîòîðûõ çàäàíî êðàåâîå óñëîâèå
ïåðâîãî ðîäà.



Àïïðîêñèìàöèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Ðàñ÷åòíàÿ

ñåòêà

Ðèñ.: Ïðèìåð ðàñ÷åòíîé ñåòêè.



Àïïðîêñèìàöèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

Ðàçíåñåííàÿ ñåòêà

Ðèñ.: Ïðèìåð ðàçíåñåííîé ðàñ÷åòíîé ñåòêè.



Àïïðîêñèìàöèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

Îïðåäåëèì ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû ∇h è 4h êàê àïïðîêñèìàöèþ
ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ôîðìóëàìè
öåíòðàëüíîé ðàçíîñòè, íàïðàâëåííûõ òðåõòî÷å÷íûõ ðàçíîñòåé (íà
ãðàíèöå) è âòîðîé ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà
ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè:

~υ∗i,j = ~υli,j − τ(~υli,j ,∇h)~υli,j − τβ∇hp
l
i,j + τ

1

Re
4h~υ

l
i,j , ~ri,j ∈ ωv ,

~υ∗i,j = ~υli,j = 0, ~ri,j ∈ γv , pl0,j = p0, p
l
N,j = p1, j ∈ 0,M,

~υ0i,j = 0, ~ri,j ∈ ωv , p
0

i,j = p1, ~ri,j ∈ ωp; 4hφi,j =
1

τ
(∇h, ~υ

∗
i,j), ~ri,j ∈ ωp,

φ0,j = (1− β)p0, φN,j = (1− β)p1, j ∈ 0,M;{
~υl+1

i,j = ~υ∗i,j − τ∇hφi,j , ~ri,j ∈ ωv ,

pl+1

i,j = φi,j + βpli,j , ~ri,j ∈ ωp.



Àïïðîêñèìàöèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

Ìîíîòîííîñòü ñõåìû

Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ìîíîòîííîé ïðè ëþáîì âûáîðå
øàãå ïî âðåìåíè. Äîáàâèì â ðàçíîñòíóþ ñõåìó ìîíîòîíèçèðóþùóþ
êîððåêöèþ.

u
(1)
i,j = Cxui,j , i = 1,N − 1,

u
(2)
i,j = Cyu

(1)
i,j , j = 1,M − 1.

Çäåñü:

Cxui = ClampMinMax(ui , ui−1, ui+1), i = 1,N − 1, ãäå

ClampMinMax(u, a, b) =


min(a, b), u < min(a, b);

max(a, b), u > max(a, b);

u, èíà÷å.



Àïïðîêñèìàöèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Ïàðàìåòðû ñåòêè:

Lx = 4, Ly = 2,N = 40,M = 20, τ =
hx
10
.



Àïïðîêñèìàöèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Ðèñ.: Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ïðè t = 100τ,Re = 200.
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Àïïðîêñèìàöèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Ðèñ.: Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ïðè t = 400τ,Re = 200.

 0

 0.5

 1

 1.5

 2



Àïïðîêñèìàöèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Ðèñ.: Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ïðè t = 450τ,Re = 200.
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Àïïðîêñèìàöèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Ðèñ.: Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ïðè t = 500τ,Re = 200.

 0

 0.5

 1

 1.5

 2



Àïïðîêñèìàöèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáúåìîâ.

Èñïîëüçóåì èíòåãðàëüíûé âèä ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ
ïîëó÷åíèÿ êîíñåðâàòèâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû:

∫∫
S

∂~υx
∂t

dS = −
∮
∂S

[
~υ2xdy − ~υx~υydx + pdy − 1

Re

[∂~υx
∂x

dy − ∂~υx
∂y

dx
]]
,∫∫

S

∂~υy
∂t

dS = −
∮
∂S

[
~υx~υydy − ~υ2ydx − pdx − 1

Re

[∂~υx
∂y

dy − ∂~υy
∂y

dx
]]
,∮

∂S

(~υxdy − ~υydx) = 0.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îïåðàòîðû:

Qf

Qx
=

1

S

∮
∂S

fdy ,
Qf

Qy
= − 1

S

∮
∂S

fdx ,

QRADSp =
[Qpx
Qx

,
Qpy
Qy

]T
,QIVS~υ =

Q~υx
Qx

+
Q~υy
Qy

,

QDQS~υ =
Q~υx~υ

Qx
+

Q~υy~υ

Qy
,QAPS~υ =

Q

Qx

∂~υx
∂x

+
Q

Qx

∂~υy
∂y

.



Àïïðîêñèìàöèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáúåìîâ. Ðàçíîñòíûå

îïåðàòîðû

Àïïðîêñèìèðóåì îïåðàòîðû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

<
Qf

Qx
>Ωf

i,j =

j+1∑
k=j−1

αk <
∂f

∂x
>Ωf

i,k ,

<
Qf

Qy
>Ωf

i,j =
i+1∑

k=i−1

αk <
∂f

∂x
>Ωf

k,i .

<
Q

Qx

∂f

∂x
>Ωf

i,j =

j+1∑
k=j−1

αk <
∂2f

∂x2
>Ωf

i,k ,

<
Q

Qy

∂f

∂y
>Ωf

i,j =
i+1∑

k=i−1

αk <
∂2f

∂x2
>Ωf

k,j ;



Àïïðîêñèìàöèÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáúåìîâ. Ðåçóëüòàòû

ðàñ÷åòîâ

Ðèñ.: Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ïðè t = 500τ,Re = 200.

 0
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Ìåòîä äðîáíîãî øàãà

Ìåòîä äðîáíîãî øàãà ïîäðàçóìåâàåò äàëüíåéøåå ðàñùåïëåíèå
óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà íà óðàâíåíèÿ Õîïôà è òåïëîïðîâîäíîñòè:

~υ∗∗ − ~υl

τ
= −(~υl ,∇)~υl ,

~υ∗ − ~υ∗∗

τ
=

1

Re
4~υ∗,

~υl+1 − ~υ∗

τ
= ∇pl+1,

(∇, ~υl+1) = 0.



Ìåòîä äðîáíîãî øàãà. Óðàâíåíèå Õîïôà

Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè, êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå
ïåðåíîñà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:

~υ∗∗ − ~υl

τ
+
∂~Φl

1

∂x
+
∂~Φl

2

∂y
= 0, ãäå:

~Φ1 = ~Φ1(~υx , ~υy ) =

{
(~υx)2

~υx~υy

}
, ~Φ2 = ~Φ2(~υx , ~υy ) =

{
~υx~υy

(~υy )2

}
.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñõåìó Ëàêñà-Ôðèäðèõñà âòîðîãî ïîðÿäêà.



Ìåòîä äðîáíîãî øàãà. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Ðèñ.: Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ïðè t = 500τ,Re = 200.
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Ìåòîä äðîáíîãî øàãà. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Ðèñ.: Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ïðè t = 670τ,Re = 200.

 0

 0.5

 1

 1.5

 2



Ìåòîä äðîáíîãî øàãà. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Ðèñ.: Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ïðè t = 830τ,Re = 200.
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Ìåòîä äðîáíîãî øàãà. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Ðèñ.: Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ïðè t = 1000τ,Re = 200.

 0

 0.5

 1

 1.5

 2



Çàêëþ÷åíèå

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî íà äàííîé çàäà÷å îáòåêàíèÿ
âûáîð ïîñòðîåííîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé èëè êîíå÷íî-îáúåìíîé
àïïðîêñèìàöèè äèôôóçèîííûõ ÷ëåíîâ, ðàñ÷åò ïî ÿâíûì èëè
íåÿâíûì ñõåìàì, âûáîð ñåòîê íå íåñåò ñóùåñòâåííûõ îòëè÷èé â
ïîâåäåíèè ðåøåíèÿ.
Êà÷åñòâåííî íàèëó÷øåå ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî ïðèìåíåíèåì
ìåòîäà äðîáíîãî øàãà, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåò äàëüíåéøåå
ðàñùåïëåíèå êîíâåêòèâíûõ è äèôôóçèîííûõ ÷ëåíîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò
ïðèìåíÿòü ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
Òî åñòü ãëàâíûì ôàêòîðîì ïîëó÷åíèÿ íàèëó÷øåãî ðåøåíèÿ
âûñòóïàåò èìåííî àïïðîêñèìàöèÿ (~υ,∇)~υ.



Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!


