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Характеристическая форма 

Балансно – характеристические схемы второго порядка 
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Интерполяционные балансно-характеристические схемы 
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 Проблема звуковых точек в характеристических алгоритмах.  

TVD-подход, минимизация локальных вариаций 
(Головизнин В.М., Канаев А.А) 

 (The Jin-Xin model) Переход к релаксационному приближению 
(Головизнин В.М., Сержантов А.В.) 
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Характеристическая форма в инвариантах Римана 
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Новые потоковые переменные 
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Требование на параметр    Цзинь-Синь (The Jin-Xin model) 
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Подставим это значение потока в первое уравнение системы 
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Для того, чтобы решение было ограниченным, необходимо, чтобы 

 

выполнялось неравенство 

Тестовые расчеты  
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Нелинейная релаксационная модель 
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Задание. Освоить фортранную программу и Exel, 

 Провести серии расчетов с другими потоковыми функциями. 

Написать отчет и сделать презентацию. Провести сравнение с аналитикой 
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Релаксационное приближение гиперболических систем. 
S. Jin and Z. P. Xin. The relaxation schemes for systems of conservation 

 laws in arbitrary space dimensions. Comm. Pure Appl. Math., 48(3):235–276, 1995. 
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Релаксационное приближение 
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Характеристическая форма релаксационного приближения 
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Особенность реализации схемы КАБАРЕ 
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   

 

 
 



 
 



 
 

 
 

Фаза 1 

Фаза 3 

               

             

             

1 1/2 1 1/21 1 1 1

1 1 2 21 1 2 2

1 1 11 1/2 1 1

1 1 2 121 1 1 1

1 11 1/2 1 1

2 1 2 222 2 2 2

0;     0;
2 2

,
;

2

,

2

n n n nn n n n

c c c cR L R L

n n nn n n n

c c cc c R L

n n nn n n n

c c cc c R L

u u u uv v v v

x x

f u u vv v u u
c

x

f u u vv v u u
c

x

 

 



      

     

    

  
   

 

 
 



 
 



 
 

 
 

1

;



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 Схема КАБАРЕ для релаксационного приближения 
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Расчеты по схеме КАБАРЕ исходной системы с обработкой 
 звуковых точек по релаксационному алгоритму 
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Отказ от релаксационной модели 

 
0;

F uu

t x


 

 
Консервативная форма уравнения 

Представление в виде системы дифференциально – алгебраических уравнений 

 0;      ;
u v

v F u
t x

 
  

 

Замена алгебраического уравнения эволюционным 

   
 

2

2 ;     ;
F uv v u v v v u u

c u c u
t u t u x u x x u

        
         

         

Система из двух дифференциальных уравнений 

 20;      0;
u v v u

c u
t x t x

   
    

   

Система характеристических уравнений 

     

     

0;

0;

q u q u
c u c u c u

t t x x

q u q u
c u c u c u

t t x x

      
      

      

      
      

      
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Расширенная форма уравнений мелкой воды 

Исходная система уравнений. 
  

 2 20;       0.5 0;
h hu hu

hu g h
t x t x

   
      

   
Исходная система уравнений. 
  

Расширенная дифференциально – алгебраическая форма. 
  

 1 1 2 2

1 2

2 2

2 1

1 2 2

1

0;       0;     ;      ;

;                  ;
2

u v u v
u h u hu

t x t x

u g u
v u v

u

   
     

   


  

Заменим первое алгебраические соотношение эволюционным уравнением. 
  

 2 21 1 2 2 2 1 2 2 1 2

2 1 2

= = = + =  2
v v u v v u v u u u

u c u
t u t x u x u x x x

           
                   

В результате получаем 
  

 2 2 21 1 2 2 0;              ;
v u u

c u u c gН
t x x

  
    

  



21 

Аналогичная замена второго алгебраического уравнения на эволюционное 

приводит к расширенной системе дифференциальных уравнений мелкой 

воды. 
  

 

1 1

21 1 2

0;

2 0;

u v

t x

v u u
gH u u

t x x

 
 

 

  
   

  
   

2 2

2 22 1 2

0;

2 3 0;

u v

t x

v u u
u gH u gH u

t x x

 
 

 

  
    

  

 

   

1
2

1

2

2 2
2

0 1 0 0

0 2 0
;    ;    0;

0 0 0 1

2 0 3 0

u

gH u uv
A A

u t x

v u gH u gH u

 


 
   
          
    
       

 

r r
r

Векторно- матричное представление. 
  

       2 3 41 ;    ;   ;0;     ;    A u c u c uc cE u              

Собственные числа матрицы А. 
  

Собственные числа действительны и различны. Расширенная форма 

уравнений мелкой воды остается гиперболической 
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Характеристическая форма расширенной  системы 

уравнений мелкой воды. 

             

             

2 2 2 2
1 2

2 2 2 2
3 4

1 ;          1 ;

1 ;         1 ;

l u c u c u c l u c u c u c

l u c u c u c l u c u c u c

           

           

r r

r r

Левые собственные векторы матрицы А. 
  

         

         

2 2 2 21 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 21 1 2 2 1 1 2 2

0;
u v u v u v u v

u c u c u c u c u c u c u c
t t t t x x x x

u v u v u v u v
u c u c u c u c u c u c u c

t t t t x x x x

   
         
      
   

  
        
    

  

       
              

       

       
               

       

         

         

2 2 2 21 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 21 1 2 2 1 1 2

0;

0;
u v u v u v u v

u c u c u c u c u c u c u c
t t t t x x x x

u v u v u v u
u c u c u c u c u c u c u c

t t t t x x x




 


   
         
      
   

 
       
    

 



       
              

       

      
               

      
2 0;

v

x

 
 
 
 






Характеристическая система уравнений 
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 Расширенные  системы из трех эволюционных уравнений 

для приближения мелкой воды. 

 

1 1

21 1 2

0;

2 0;

u v

t x

v u u
gH u u

t x x

 
 

 

  
   

  

2 2

2 2
2 2 1 1

0;

0.5 ;

u v

t x

v u u g u

 
 

 

  

   

2 2

2 22 1 2

0;

2 3 0;

u v

t x

v u u
u gH u gH u

t x x

 
 

 

  
    

  

1 1

1 2

0;

;

u v

t x

v u

 
 

 



Если вместо эволюционного уравнения на поток импульса использовать его 

алгебраическую форму 
  

то такая система теряет свойство гиперболичности. 

 

Расширенная система из трех эволюционных уравнений с эволюционным 

уравнение на поток импульса 
  

остается гиперболической 
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 3 2 2 2 33 2 2 0;A E c u uc u        

 
 

   

     

     

2 2

2 2

1 6
1

1 6
2

1 6
3

1 1 1
9

33

2 cos 3 0,       0, 2

3 3
cos 3 sin 3 ;

2 2 2

3 3
cos 3 sin 3 0

2 2 2

arctg c c u
u c u

r

i r

i r



     

 
    

 
    

 
 

   
  

    

 
       

 

 
        

 

   

3

2 2 2 2

0;

3 ; 2 ;

p q

p c u q u c u

   

     

Все три корня действительны и различны 
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        2 2 2 2 2 2
1 1 1 3 3 3 2 2 23 , ,1 ; 3 , ,1 ; 3 , ,1 ;l gH u l gH u l gH u                  

     

r r r

   

   

 

2 2 2 21 2 2 1 2 2
1 1 1 1 1

2 2 2 21 2 2 1 2 2
2 2 2 2 2

2 2 1 2 2
3 3

3 3 0;

3 3 0;

3

u u v u u v
gH u gH u

t t t x x x

u u v u u v
gH u gH u

t t t x x x

u u v
gH u

t t

    

    

 

                                  

                                  

      
    

 2 2 1 2 2
3 3 33 0;

u u v
gH u

t x x x
  

                     

Левые собственные векторы 

Характеристическая форма 
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Характеристические формы уравнений мелкой воды. 

 

 

0;

0;

u g H u g H
u c

t c t x c x

u g H u g H
u c

t c t x c x

   
    

   

   
    

   

   
   
   

   
   
   

         

         

2 2 2 21 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 21 1 2 2 1 1 2 2

0;
u v u v u v u v

u c u c u c u c u c u c u c
t t t t x x x x

u v u v u v u v
u c u c u c u c u c u c u c

t t t t x x x x

   
         
      
   

  
        
    

  

       
              

       

       
               

       

         

         

2 2 2 21 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 21 1 2 2 1 1 2

0;

0;
u v u v u v u v

u c u c u c u c u c u c u c
t t t t x x x x

u v u v u v u
u c u c u c u c u c u c u c

t t t t x x x




 


   
         
      
   

 
       
    

 



       
              

       

      
               

      
2 0;

v

x

 
 
 
 






   

   

 

2 2 2 21 2 2 1 2 2
1 1 1 1 1

2 2 2 21 2 2 1 2 2
2 2 2 2 2

2 2 1 2 2
3 3

3 3 0;

3 3 0;

3

u u v u u v
gH u gH u

t t t x x x

u u v u u v
gH u gH u

t t t x x x

u u v
gH u

t t

    

    

 

                                  

                                  

      
    

 2 2 1 2 2
3 3 33 0;

u u v
gH u

t x x x
  

                     
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