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Ðåøåíèå îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè â êëàñ✲
ñàõ Õàðäè
Ñîëäàòîâ➚✳Ï✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

Ðàçðåøèìîñòü îáðàòíîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêà ñ êîìïàêò✲
íûì íîñèòåëåì â óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè
Ñîëîâüåâ➶✳➶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

➴äèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ñ ôèíàëüíûì óñëîâèåì
äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà
Òèõîíîâ➮✳➶✳✱ ➚ëìîõàìåä ❒óàòàç ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

❰ íåëîêàëüíîé çàäà÷å ñòàáèëèçàöèè îäíîé ñèñòåìû ãèäðîäèíàìè÷å✲
ñêîãî òèïà
Ôóðñèêîâ➚✳➶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

➬àäà÷à Òðèêîìè äëÿ ñìåøàííî✲ñîñòàâíîãî ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðî✲
ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ
×àïëûãèíà➴✳➶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

❰ ìîäåëèðîâàíèè ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ óïðóãî✲ïîëçó÷åé
ñëîèñòîé ñðåäû
Øàìàåâ➚✳Ñ✳✱ ➪îáûëåâàÒ✳❮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

Ñåêöèÿ✳ ×èñëåííûå ìåòîäû

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s♦r♣t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❢♦r ♣♦r❡ s❝❛❧❡ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛
●r✐❣♦r✐❡✈ ❱✳❱✳✱ ■❧✐❡✈❖✳ P✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❙♣❡❝tr❛❧ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❊❧❧✐♣t✐❝ ❊q✉❛t✐♦♥s
▲❛③❛r♦✈❘✳❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

❍✐❣❤✲♦r❞❡r ❛❞❛♣t✐✈❡ t✐♠❡ st❡♣♣✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
❊q✉❛t✐♦♥s
P❡t❡r ▼✐♥❡✈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✺



❒åòîäû äåêîìïîçèöèè â çàäà÷àõ àíîìàëüíîãî òðàíñïîðòà
➚áðàøèíà✲➷àäàåâà❮✳ ➹✳✱ Òèìîùåíêî➮✳➚✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

❮îâàÿ ìåòîäèêà ôîðìóëèðîâêè àëãîðèòìîâ ðàçäåëåíèÿ îáëàñòè
➚ãîøêîâ➶✳➮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

Ðàçíîñòíûå ñõåìû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äëÿ äèô✲
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà
➚ëèõàíîâ➚✳➚✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

➘åêîìïîçèöèÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî óðàâ✲
íåíèÿ êîíâåêöèè✲äèôôóçèè ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè â
êâàäðàòå❀ îöåíêè â ã➻ëüäåðîâûõ íîðìàõ
➚íäðååâ➶✳➪✳✱ ➪åëóõèíà➮✳ ➹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

❰ ÷èñëåííîì ðåøåíèè íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✱
îïèñûâàþùèõ äèôôóçèîííûé õàîñ â äèññèïàòèâíûõ ñðåäàõ
➚õðîìååâàÒ✳Ñ✳✱ ❒àëèíåöêèé➹✳ ➹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷ ✃îøè
➪åëîâ➚✳➚✳✱ ✃àëèòêèí❮✳❮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

❐îêàëüíî✲îäíîìåðíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà
➪åøòîêîâ❒✳Õ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

Ðåäóêöèÿ ðàçìåðíîñòè â çàäà÷àõ ðàâíîìåðíîé ðàöèîíàëüíîé àï✲
ïðîêñèìàöèè
➪îãàòûðåâ ➚✳➪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

Ðàáîòû ➚✳➚✳ Ñàìàðñêîãî ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå
➶àáèùåâè÷Ï✳❮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

Óñòîé÷èâûé ìåòîä ðàñ÷åòà íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé â îáëàñòÿõ ñ èç✲
ìåíÿþùåéñÿ ãðàíèöåé
➶àñèëåâñêèéÞ✳➶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

❒îäåëè è àëãîðèòìû äëÿ çàäà÷ ýëåêòðîìàãíèòíîãî óñêîðåíèÿ ïðî✲
âîäÿùèõ ìàêðîòåë
➹àëàíèí❒✳Ï✳✱ Ñîðîêèí➘✳❐✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

Òî÷íàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè íåÿâíîé ñõåìû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ
çàäà÷è îá àìåðèêàíñêèõ îïöèîíàõ
➘àóòîâÐ✳ ➬✳✱ ❐àïèí➚✳➶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

×èñëåííûå ìåòîäû äëÿ äâóõ êëàññîâ íåëèíåéíûõ çàäà÷
➘èìîâàÑ✳❮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

Ïðèìåíåíèå ðàöèîíàëüíîãî ìåòîäà ➚ðíîëüäè äëÿ ïðèáëèæ➻ííîãî
âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõ ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé ñ ïàðàìåòðîì
➘ðóñêèí➶✳❐✳✱ ➬àñëàâñêèé❒✳Þ✳✱ ✃íèæíåðìàí❐✳➚✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

➶û÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è ✃îøè äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ
ñèñòåì
➴ëåíèí➹✳ ➹✳✱ ➴ëåíèíàÒ✳ ➹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✻



❰ ðåøåíèè íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ïðè íàëè÷èè ñîñðåäîòî÷åí✲
íûõ èñòî÷íèêîâ
➬àäâîðíîâ❰✳➚✳✱ Òðèôîíîâà ➹✳❰✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

Óñëîâèÿ L2✲äèññèïàòèâíîñòè ÿâíûõ ëèíåàðèçîâàííûõ ✃➹➘✲
ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ ✶❉ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè
➬ëîòíèê➚✳➚✳✱ ❐îìîíîñîâÒ✳➚✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

➶êëàä ➚✳➚✳ Ñàìàðñêîãî â ðàçâèòèå ýëåêòðîäèíàìè÷åñêîé òåîðèè
âîëíîâîäîâ
➮ëüèíñêèé➚✳Ñ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

❒åòîäû èäåíòèôèêàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
✃àáàíèõèíÑ✳➮✳✱ Øèøëåíèí❒✳➚✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

Ñìåøàííûå ìåòîäû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëè✲
íåéíûõ çàäà÷ òåîðèè òîíêèõ íåïîëîãèõ îáîëî÷åê
✃àð÷åâñêèé❒✳❒✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

❰ òî÷íîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì ñêâîçíîãî ñ÷åòà â îáëàñòÿõ ãëàäêîñòè
ðàññ÷èòûâàåìûõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé
✃îâûðêèíà❰✳➚✳✱ ❰ñòàïåíêî➶✳➶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

Ïðèìåíåíèå ðàçíîñòíûõ ñõåì ìåòîäà îïîðíûõ îïåðàòîðîâ äëÿ ðàñ✲
÷åòà îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé✱ âîçíèêàþùèõ ïðè ëàçåðíîì ñïå✲
êàíèè ìåòàëëè÷åñêèõ ïîðîøêîâ
✃îëäîáà➚✳➶✳✱ ÏîâåùåíêîÞ✳➚✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

❰ïòèìàëüíûå✱ ÿâíî ðàçðåøèìûå äèñêðåòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäå✲
ëè ñ êîíòðîëèðóåìûì äèñáàëàíñîì ➽òåïëîâîé ýíåðãèè➾
✃îíîâàëîâ➚✳❮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

➮òåðàöèîííûå ìåòîäû äëÿ ñåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé ëèíåéíî✲
êâàäðàòè÷åñêèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ äðîáíîé ïðî✲
èçâîäíîé ïî âðåìåíè
❐àïèí➚✳➶✳✱ Ðîìàíåíêî➚✳➘✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

➮òåðàöèîííûé ìåòîä äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñâÿçàííîé çàäà÷è îáòåêà✲
íèÿ è òåïëîïðîâîäíîñòè ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ
❐óêèí➶✳➶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

×èñëåííûå ìåòîäû äëÿ ïåðñïåêòèâíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ✱
óñòðîåííîãî ïî ïðèíöèïó ➽÷➻ðíîãî ÿùèêà➾
❒àðòûíåíêî❈✳➮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

➘âóñòîðîííèå îöåíêè ðåøåíèé êîíå÷íî✲ðàçíîñòíûõ ñõåì è èõ ïðè✲
ëîæåíèÿ
❒àòóñÏ✳Ï✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

❮åëîêàëüíûå êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ è
ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîåôôèöèåíòàìè
❒åëàäçå ➹✳ ➶✳✱ ➘àâèòàøâèëèÒ✳➘✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✼



➚ëãîðèòì àäàïòèâíîé èíòåðïîëÿöèè ñ ❚❚✲ðàçëîæåíèåì äëÿ ìîäåëè✲
ðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ èíòåðâàëüíûìè ïàðàìåòðàìè
❒îðîçîâ➚✳Þ✳✱ Ðåâèçíèêîâ➘✳❐✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

➚ïïðîêñèìàöèÿ äðîáíûõ ïî âðåìåíè óðàâíåíèé
ÏèñêàðåâÑ✳➮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

➘èñïåðñèîííûå è äèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà âûñîêîòî÷íûõ áèêîì✲
ïàêòíûõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà
Ðîãîâ➪✳➶✳✱ ➪ðàãèí❒✳➘✳✱ ×èêèòêèí➚✳➶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ óïðóãèõ òåë â ñëó÷àå êîí✲
òàêòíîé ïîâåðõíîñòè ñëîæíîé ôîðìû
Ðîäèí➚✳Ñ✳✱ ➚ðîíîâÏ✳Ñ✳✱ ÑîëîìåíöåâàÏ✳➶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

❒àòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè âîëíîâåäóùèõ ñèñòåì
Ñâåøíèêîâ➚✳ ➹✳✱ ➪îãîëþáîâ➚✳❮✳✱ ❒îãèëåâñêèé➮✳➴✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå✱ êàê ìåòîä èññëåäîâàíèÿ íîâûõ ïðî✲
öåññîâ ôèçè÷åñêîé õèìèè✳
Òèõîíîâ❮✳➚✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

➪ûñòðûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìíî✲
ãî÷àñòè÷íîé àãðåãàöèè
Òûðòûøíèêîâ ➴✳ ➴✳✱ ❒àòâååâ Ñ✳ ➚✳✱ Ñìèðíîâ ➚✳ Ï✳✱ Ñîðî✲
êèí ➚✳ ➚✳✱ Ñòåôîíèøèí ➘✳ ➚✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

❮àäåæíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ êðàåâûõ
è íà÷àëüíî✲êðàåâûõ çàäà÷
Øèøêèí➹✳➮✳✱ Øèøêèíà❐✳Ï✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

❰ òåõíèêå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðåøå✲
íèé ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ íà÷àëüíî✲
êðàåâûõ çàäà÷
Øèøêèíà❐✳Ï✳✱ Øèøêèí➹✳➮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

➶îññòàíîâëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé✿ ïðèëî✲
æåíèÿ â ôèíàíñàõ è ìåäèöèíå
Øèøëåíèí❒✳➚✳✱ ✃àáàíèõèíÑ✳➮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✃ çàäà÷å äâèæåíèÿ ïóçûðüêà â óçêîì öèëèíäðè÷åñêîì êàíàëå
Ùóð❐✳❮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

Ñåêöèÿ✳ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♠✉s❝❧❡ ❛❝t✐✈✐t②
◆❡❞②❛❧❦♦✈❛ ❩✳❉✳✱ ■✈❛♥♦✈❚✳❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

■♥✐t✐❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❊▼❙ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs✱ ✉s❡❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡
▲②✉ts❦❛♥♦✈❛✕❩❤❡❦♦✈❛●✳ ❙✳✱ ■✈❛♥♦✈❚✳❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

❰ ïîñòðîåíèè è ïðèìåíåíèè ðàçíîñòíûõ ñõåì ãîäóíîâñêîãî òèïà äëÿ
ðàñ÷åòîâ òå÷åíèé âÿçêîãî ãàçà â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ
➚áàêóìîâ❒✳➶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✽



❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ãåìîäèíàìèêè ÷åëîâåêà â ïðèìåðàõ
➚áàêóìîâ❒✳➶✳✱ ➪óíè÷åâà➚✳ß✳✱ ❒óõèíÑ✳➮✳✱ Ñîñíèí❮✳➶✳✱
Õðóëåíêî➚✳➪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

➘èñêðåòíûå è àñèìïòîòè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèè îäíîé çàäà÷è ñëîæ✲
íîãî òåïëîîáìåíà
➚ìîñîâ➚✳➚✳✱ ✃ðûìîâ❮✳➴✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

Øèðîêîäèàïàçîííûå ìîäåëè òåïëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïëàçìû
➪åëîâ➚✳➚✳✱ ✃àëèòêèí❮✳❮✳✱ ✃îçëèòèí➮✳➚✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

➶û÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû íà îñíîâå èåðàðõèè ìîäåëåé
➪îãîìîëîâÑ✳➶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

Ðàçðûâíûé ìåòîä ➹àëåðêèíà✿ âàðèàöèîííûé ïîäõîä â ãàçîäèíàìè✲
÷åñêèõ çàäà÷àõ
➪ðàãèí❒✳➘✳✱ ✃ðèêñèíÞ✳➚✳✱ Òèøêèí➶✳Ô✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

×èñëåííîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ïðîäîëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà
óñêîðåíèå è ñæàòèå ïëàçìû â êîàêñèàëüíûõ êàíàëàõ
➪ðóøëèíñêèé✃✳➶✳✱ Ñòåïèí➴✳➶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

❰ ðåøåíèè çàäà÷ ñ áûñòðî ìåíÿþùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñ ïîìî✲
ùüþ îäíîðîäíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì
➶àñèëüåâ➶✳➮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

➪åñïàðàìåòðè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷ âîäîðîäíîé áåçîïàñíîñòè
➹ëîòîâ➶✳Þ✳✱ ✃àíàåâ➚✳➚✳✱ ✃èñåëåâ➚✳➴✳✱ ➹îëîâèçíèí➶✳❒✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✃➚➪➚Ð➴
➹îëîâèçíèí➶✳❒✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

❮îâûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ íà ñôåðå â ïðèáëèæåíèè
ìåëêîé îäû íà îñíîâå óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà
➹îëîâèçíèí➶✳❒✳✱ ➬àëåñíûé➶✳➪✳✱ Ñîëîâüåâ➚✳➶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

❰ïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè äîñòèæåíèÿ ❚❤✶✲❚❤✷ ðàâíîâåñèÿ â ìàòåìà✲
òè÷åñêîé ìîäåëè ëå÷åíèÿ àëëåðãèè
➹ðèãîðåíêî❮✳❐✳✱ Õàéëîâ➴✳❮✳✱ ➹ðèãîðüåâàÝ✳➶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

Ðàñïðåäåëåíèå òåïëîâûõ õàðàêòåðèñòèê â îäíîìåðíîì äèñêðåòíîì
ìàòåðèàëå
➹óçåâ❒✳➚✳✱ ◗✐❈❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

✃îìïîçèöèîííûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåì
➹óçåâ❒✳➚✳✱ Öèöèàøâèëè➹✳Ø✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

❒îäåëèðîâàíèå òå÷åíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïî✲
âåðõíîñòüþ ñ ïîìîùüþ ìåòîäèêè ✃➚➪➚Ð➴
➹óùèí➶✳➚✳✱ ✃îíäàêîâ➶✳ ➹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

➚äàïòèâíîå óòî÷íåíèå íèæíåé ãðàíèöû ñïåêòðà îïåðàòîðà â ÷åáû✲
øåâñêèõ èòåðàöèÿõ
➷óêîâ ➶✳Ò✳✱ Ôåîäîðèòîâà ❰✳➪✳✱ ❮îâèêîâà❮✳➘✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

❒àòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ãèäðîäèíàìèêè îêåàíà
➬àëåñíûé➶✳➪✳✱ ➹óñåâ➚✳➶✳✱ ❒îøîíêèíÑ✳❮✳✱ Ñåìåíîâ➴✳➶✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✾



❒îäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ íåóñòîé÷èâîñòåé â çà✲
äà÷àõ ôèçèêè âûñîêèõ ïëîòíîñòåé ýíåðãèè
➬ìèòðåíêî❮✳➶✳✱ ✃ó÷óãîâÏ✳➚✳✱ ❐àäîíêèíà❒✳➴✳✱ Òèøêèí➶✳Ô✳ ✶✻✹

❒åòîä äåêîìïîçèöèè â äèíàìè÷åñêèõ êîíòàêòíûõ çàäà÷àõ ìíîãèõ
òåë
✃àðàâàåâ➚✳Ñ✳✱ ✃îïûñîâÑ✳Ï✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

Ðàñ÷åò âíåøíåé áàëëèñòèêè îñåñèììåòðè÷íûõ òåë ñ ó÷åòîì óãëà
àòàêè â ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè
✃îçëèòèí➮✳➚✳✱ ➷óêîâ➶✳Ò✳✱ Ôåîäîðèòîâà❰✳➪✳✱ ✃ðàñíîâ❒✳❒✳ ✶✻✽

❮îâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû ÓÒÑ
✃îçëîâ➚✳❮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

❊❇❘ ñõåìû äëÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê è ïðèìåðû èõ èñïîëü✲
çîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ àýðîäèíàìèêè è àýðî✲
àêóñòèêè
✃îçóáñêàÿ Ò✳✃✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷

Ðåøåíèå çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè ìåòîäîì ➹àëåðêèíà ñ ðàçðûâíûìè
áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè
✃ðàñíîâ❒✳❒✳✱ ❐àäîíêèíà❒✳➴✳✱ Òèøêèí➶✳Ô✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹

❒îäåëèðîâàíèå ëåñíûõ ïîæàðîâ íà îñíîâå äâóìåðíûõ ìíîãîôàçíûõ
ìîäåëåé
✃óëåøîâ➚✳➚✳✱ ❒ûøåöêàÿ➴✳ ➴✳✱ ßêóøÑ✳➴✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻

➶û÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò êàê èíñòðóìåíò èññëåäîâàíèÿ êîí✲
âåêòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòè
❒àæîðîâà❰✳Ñ✳✱ ✃îëìû÷êîâ➶✳➶✳✱ Ùåðèöà❰✳➶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✽

❒îäåëèðîâàíèå âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ãåòåðîãåííûõ ñðåäàõ
Ïåòðîâ➮✳➪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✾

Ôîðìèðîâàíèå ìîäåëè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â ñèñòåìå ãàç✕ìåòàëë íà
îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ìåòîäàìè ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè
ÏîëÿêîâÑ✳➶✳✱ Ïîäðûãà➶✳❰✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵

❰ çàäà÷å êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ íà ïðîìûøëåííîì ïðîèçâîä✲
ñòâå
Ñàâåíêîâà❮✳Ï✳✱ ➚ðòåìüåâà❐✳➚✳✱ ➘ðÿæåíêîâ➚✳➚✳✱ ➮ëüþò✲
êî➶✳Ï✳✱ ❐àïîíèí➶✳Ñ✳✱ ❒îêèí➚✳Þ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✷

Ôèçèêî✲ìàòåìàòè÷åñêèå ìíîãîôóíêöèîíàëüíûå ìîäåëè✱ ñïåöèàëè✲
çèðîâàííûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû è ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíåíèÿ ñ ó÷åòîì êîí✲
êðåòíîé ✸❉ ãîðîäñêîé çàñòðîéêè èëè ïðîìûøëåííîãî îáúåêòà
Ñîðîêîâèêîâà❰✳Ñ✳✱ ➘çàìà➘✳➶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✹

❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êàòàñòðîôè÷åñêèõ ÿâëåíèé✱ âîçíè✲
êàþùèõ ïðè ðàçðóøåíèè ïëîòèí
Ñõèðòëàäçå❮✳❒✳✱ ×àíòóðèÿ➚✳ ➬✳✱ ❒åëàäçå ➹✳ ➶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✻

✶✵



Òåçèñû êîíôåðåíöèè ➽Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè
è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè➾

×èñëåííîå ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â çàäà÷àõ ãèïåðçâóêî✲
âîé àýðîäèíàìèêè êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ
Òèòàðåâ ➶✳➚✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✼

Ïðåîáðàçîâàíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé âçàèìîäåéñòâèÿ ìàëîïåðè✲
îäíûõ ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó
Òðîôèìîâ➶✳➚✳✱ Ðàçãóëèí➚✳➶✳✱ ÑòåïàíåíêîÑ✳➶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✽

➶ûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ✱ âêëþ÷àÿ ñóïåðêîìïüþòåð✲
íûå òåõíîëîãèè✳ ➚êòóàëüíûå ïðîáëåìû ðàçâèòèÿ è âíåäðåíèÿ
â ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ
ØàãàëèåâÐ✳❒✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾

Ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ òð➻õìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ
óðàâíåíèé ❮àâüå ✕ Ñòîêñà
Ùåðèöà❰✳➶✳✱ Øàòðîâ❰✳➚✳✱ ❒àæîðîâà❰✳Ñ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶

✶✶



Ñåêöèÿ

Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

P♦❤♦③❤❛❡✈ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❢♦r s❡♠✐✲❧✐♥❡❛r ❡❧❧✐♣t✐❝✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝

❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥

P♦♣✐✈❛♥♦✈ ◆❡❞②✉ ■✈❛♥♦✈

❉✳ ❙❝✳✱ Pr♦❢❡ss♦r
❊✲♠❛✐❧✿ ♥❡❞②✉❅❢♠✐✳✉♥✐✲s♦❢✐❛✳❜❣

■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❇✉❧❣❛r✐❛♥ ❆❝❛❞❡♠②
♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞ ❋❛❝✉❧t② ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ❙♦✜❛ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❙♦✜❛✱

❇✉❧❣❛r✐❛

❋♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ P♦❤♦③❤❛❡✈ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❤❛❞ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ✶✾✻✺✱ ❢♦r
t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❡♠✐❧✐♥❡❛r ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
■♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r
♦❢ t❤❡ ♣✉r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ H1

0(Ω) ✐♥t♦
Lp(Ω)✳ ❋r♦♠ t❤❛t t✐♠❡ ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❡❛r❡❞ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢
P♦❤♦③❤❛❡✈ ✐❞❡♥t✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱
▲✉♣♦ ❛♥❞ P❛②♥❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❡①✐st❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥ s✉♣❡r❝r✐t✐❝❛❧ ❝❛s❡
❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r t❤❡ ♠✐①❡❞ ❡❧❧✐♣t✐❝✲❤②♣❡r❜♦❧✐❝
●❡❧❧❡rst❡❞ ♦♣❡r❛t♦r L ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ∆✮✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
■♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✱ s✉❝❤ ♦♣❡r❛t♦rs ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♥❣✲st❛♥❞✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ tr❛♥s♦♥✐❝
✢✉✐❞ ✢♦✇✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❢♦r ❛ s✉✐t❛❜❧❡
✇❡✐❣❤t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢H1

0(Ω) ✐♥t♦ L
p(Ω)✳ ❆s ✉s✉❛❧✱ ✐♥ t❤❡ ❇❱P ❢♦r s✉❝❤ ♠✐①❡❞ ❡❧❧✐♣t✐❝✲

❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ●❡❧❧❡rst❡❞ ♦♣❡r❛t♦r L✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❛t❛ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡r
s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ Ω✳ ❚♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥
❛ ♣❛rt ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛ s❤❛r♣ ❍❛r❞②✲❙♦❜♦❧❡✈ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ✉s❡❞✱ ❛s ✇❛s ✜rst ❞♦♥❡
❜② ▲✉♣♦ ❛♥❞ P❛②♥❡ ❛♥❞ ❧❛t❡r ✐♥ s♦♠❡ ♣❛♣❡rs✱ ❛❧r❡❛❞② ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♦r ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✱
♣r❡♣❛r❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❢r♦♠ ■t❛❧②✱ ◆♦r✇❛② ❛♥❞ ❘✉ss✐❛ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
❬✶✱ ✷✱ ✸❪✮✳ ▲❡t ♠❡♥t✐♦♥ ❛❧s♦ s♦♠❡ ✜rst r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ P♦❤♦③❤❛❡✈ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❇❱P ❬✹❪✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❇✉❧❣❛r✐❛♥ ◆❙❋ ❛♥❞ ❘✉ss✐❛♥ ◆❙❋
✉♥❞❡r ●r❛♥t ❉❍❚❈ ✵✶✴✷✴✷✵✶✼ ✑❇❱P ❢♦r ♠✐①❡❞ t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✑✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ▲✉♣♦ ❉✳✱ P❛②♥❡ ❑✳ ❘✳✱ P♦♣✐✈❛♥♦✈ ◆✳ ❖♥ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
●♦✉rs❛t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❚r✐❝♦♠✐ t②♣❡
✴✴ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❆♥❛❧②s✐s✿ ❚❤❡♦r②✱ ▼❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ✷✵✶✹✳ ❱♦❧✳ ✶✵✽✳
P✳ ✷✾✕✺✻✳

✶✷



Ñåêöèÿ Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

✷✳ ❉❡❝❤❡✈s❦✐ ▲✳✱ P❛②♥❡ ❑✳ ❘✳✱ P♦♣✐✈❛♥♦✈ ◆✳ ◆♦♥❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✷✲❉ ❛♥❞ ✸✲❉ ❇❱Ps ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①❡❞ t②♣❡
❡q✉❛t✐♦♥s ✴✴ ❆■P ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✳ ✷✵✶✼✳ ❱♦❧✳ ✶✾✶✵✱ ❆rt✳ ◆♦✳
✵✹✵✵✶✺✳ P✳ ✶✕✶✸❀ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✻✸✴✶✳✺✵✶✸✾✽✷✳

✸✳ P♦♣✐✈❛♥♦✈ ◆✳✱ ▼♦✐s❡❡✈ ❊✳✱ ❇♦s❤❡✈ ❨✳ ❖♥ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
❈❛✉❝❤②✲●♦✉rs❛t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ●❡❧❧❡rst❡❞t ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡
♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s♦❧✈❛❜✐❧✐t② ✴✴ ❆■P ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✳ ✷✵✶✽✳ ❱♦❧✳ ✷✵✹✽✱
❆rt✳ ◆♦✳ ✵✹✵✵✷✼✳ P✳ ✶✕✶✸❀ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✻✸✴✶✳✺✵✽✷✵✾✾✳

✹✳ ❘♦s✲❖t♦♥ ❳✳✱ ❙❡rr❛ ❏✳ ❚❤❡ P♦❤♦③❛❡✈ ■❞❡♥t✐t② ❢♦r t❤❡ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥
✴✴ ❆r❝❤✐✈❡ ❢♦r ❘❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s✱ ❙♣r✐♥❣❡r✳ ✷✵✶✹✳ ❱♦❧✳ ✷✶✸✱
■ss✉❡ ✷✳ P✳ ✺✽✼✕✻✷✽✳
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■♥✈❡rs❡ ♠❡❞✐✉♠ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s✐♥❣✉❧❛r ❝♦♥tr❛st

❙❡r♦✈ ❱❛❧❡r② ❙✳

♣r♦❢❡ss♦r
❊✲♠❛✐❧✿ ✈❛❧s❡r♦✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❖✉❧✉✱ ❖✉❧✉✱ ❋✐♥❧❛♥❞

■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✭s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬✶❪✮ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❤❛r♠♦♥✐❝
❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡s ✭✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ω✮ ♦❢ s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ❛ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ✐♥❤♦♠♦✲
❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥

∆u(x) +
ω2

c2(x)
u(x) = 0, x ∈ Rn, n = 2, 3,

✇❤❡r❡ u(x) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ∆ ✐s
t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❛♥❞ c2(x) ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ♠♦t✐♦♥ ✐s
❝❛✉s❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ u0 s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ ❧✐♥❡❛r✐s❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣
s❝❛tt❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥
✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥ Ω ⊂ Rn✱ ✐✳❡✳✱ c(x) = c0 = ❝♦♥st❛♥t ❢♦r
x ∈ Rn \ Ω✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦✇
♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜②

−∆u(x)− k20u(x) = k20m(x)u(x),

✇❤❡r❡ k0 = ω
c0
✐s ❛ ✜①❡❞ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r✱m(x) = c20

c2(x)−1 := n(x)−1 ✐s ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n(x) ❛♥❞

u(x) = u0(x) + usc(x), u0(x) = eik0(x,θ), θ ∈ Sn−1,

✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✜❡❧❞ usc ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❙♦♠♠❡r❢❡❧❞ r❛❞✐❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥✜♥✐t②✳ ❲❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r m t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝❧✉❞❡
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❛❜s♦r❜✐♥❣✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶❪✱ t❤✐s ✐s ♦❢t❡♥
♠♦❞❡❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ t❡r♠ t❤❛t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥
❊✉❧❡r✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t n(x) ✐s ♥♦✇ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

n(x) = n1(x) + i
n2(x)

k0
=: 1 +m(x),

s✉❝❤ t❤❛t m ❤❛s ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ✐♥ s♦♠❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥ Ω✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✭❢♦r
✉♥✐q✉❡♥❡ss ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✮ t❤❛t 0 < n1 ≤
1, n2(x) ≥ 0✱ t❤❛t ✐s✱ −1 < Re(m) ≤ 0 ❛♥❞ Im(m) ≥ 0✳

❖✉r ❜❛s✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① m ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣s t♦ L2(Ω) ✭♣❤②s✐❝❛❧❧②✱ ♦♥❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ m ❝❛♥ ❤❛✈❡
s♦♠❡ ✐♥✜♥✐t❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❢r♦♠ L2 ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ m ❝❛♥ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❥✉♠♣
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s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❢♦r ❛♥② ✜①❡❞ k0 > 0✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ♦❢ t❤❡
❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❢♦r♠ s✉❝❤ t❤❛t

‖usc‖Ls(Rn) <∞
❢♦r s♦♠❡ s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ✭s❡❡ ❬✷❪✮✳

❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ u(x, k0, θ) ❢♦r ✜①❡❞ k0 >
0 ❛❞♠✐ts ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❛s |x| → ∞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

u(x, k0, θ) = eik0(x,θ) + Cn
eik0|x|k

n−3
2

0

|x|n−1
2

A(k0, θ
′, θ) +O

(
1

|x|n+1
2

)
,

✇❤❡r❡ θ′ := x
|x| ∈ Sn−1✱ Cn ✐s ❦♥♦✇♥ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱

❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ A(k0, θ′, θ) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

A(k0, θ
′, θ) := k20

∫

Ω

e−ik0(θ
′,y)m(y)u(y, k0, θ) dy.

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠s ❤♦❧❞✳
❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❬n = 3❪ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t m1(x),m2(x) ∈ L2(Ω) ❛♥❞ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r

A1(k0, θ
′, θ) = A2(k0, θ

′, θ)

❢♦r ✜①❡❞ k0 > 0 ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ θ′, θ ∈ S
2✳ ❚❤❡♥

m1(x) = m2(x)

❛✳❡✳ ✐♥ Ω✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❬n = 2❪ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t m1,m2 ∈ L2(Ω) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲ ❞✐♥❣

s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r

A1(k0, θ
′, θ) = A2(k0, θ

′, θ)

❢♦r ✜①❡❞ k0 > 0 ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ θ′, θ ∈ S
1✳ ❚❤❡♥

m1(x) = m2(x) (mod H t
loc(R

2))

❢♦r t < 1✳
❈♦r♦❧❧❛r② ❙✉♣♣♦s❡ ❛❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛sts

m1 ❛♥❞ m2 ❝♦♥t❛✐♥ ❥✉♠♣s ♦✈❡r s♦♠❡ s♠♦♦t❤ ❝✉r✈❡s✱ t❤❡♥ t❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ t❤❡
❤❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❥✉♠♣s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♥tr❛sts m1 ❛♥❞ m2✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❈♦❧t♦♥❉✳ ❛♥❞ ❑r❡ss❘✳ ■♥✈❡rs❡ ❆❝♦✉st✐❝ ❛♥❞ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❙❝❛tt❡r✐♥❣
❚❤❡♦r②✱ ✸r❞ ❡❞✐t✐♦♥✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✿ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✸✳

✷✳ ❙❡r♦✈❱✳ ❋♦✉r✐❡r ❙❡r✐❡s✱ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ ❚❤❡✐r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✿ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✼✳
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➚ñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â

ìíîãîñëîéíîé ñðåäå ñ óñëîâèÿìè äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ è

ïðåëîìëåíèÿ

➚ìîñîâ ➚íäðåé ➚âåíèðîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ❆♠♦s♦✈❆❆❅♠♣❡✐✳r✉

❮àöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò ✧❒îñêîâñêèé
ýíåðãåòè÷åñêèé èíñòèòóò❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

Ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ïðè ε→ 0 ðåøåíèÿ Iε çàäà÷è î ïåðåíîñå èçëó÷åíèÿ
â ïîëóïðîçðà÷íîé ñðåäå✱ ñîñòàâëåííîé èç m ïëîñêèõ ñëîåâ îïòè÷åñêîé òîëùè✲
íû ε = τ∗/m â ñëó÷àå✱ êîãäà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñëîåâ ✕ äèôôóçíî îòðàæà✲
þùèå è äèôôóçíî ïðåëîìëÿþùèå✳ ➮ñêîìàÿ âåëè÷èíà Iε(µ, τ) èìååò ñìûñë

èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ✳ ❰íà îïðåäåëåíà íà
m
∪
j=1
Dε,j✱ ãäå Dε,j = D−

ε,j ∪ D+
ε,j✱

D−
ε,j = [−1, 0)×(τj−1, τj)✱ D+

ε,j = (0, 1]×(τj−1, τj)✱ τj = εj✱ è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è

µ
d

dτ
Iε,j + Iε,j =

̟

2

1∫

−1

Iε,j(µ
′, τ) dµ′ + (1−̟)F, (µ, τ) ∈ Dε,j, 1 ≤ j ≤ m, ✭✶✮

I+ε,j+1,ℓ = R+(I−ε,j+1,ℓ) + P+(I+ε,j,r), µ ∈ (0, 1], 1 ≤ j < m, ✭✷✮

I−ε,j,r = R−(I+ε,j,r) + P−(I−ε,j+1,ℓ), µ ∈ [−1, 0), 1 ≤ j < m, ✭✸✮

I+ε,1,ℓ = R+
ℓ (I

−
ε,1,ℓ) + (1− θℓ)Jℓ, µ ∈ (0, 1], ✭✹✮

I−ε,m,r = R−
r (I

+
ε,m,r) + (1− θr)Jr, µ ∈ [−1, 0). ✭✺✮

➬äåñü I±ε,j,ℓ = I±ε,j|τ=τj−1+0✱ I±ε,j,r = I±ε,j|τ=τj−0✳ ×åðåç Iε,j è I±ε,j îáîçíà÷åíû ñóæå✲
íèÿ Iε íà Dε,j è D±

ε,j✳ Ôóíêöèÿ F è ïîñòîÿííûå Jℓ✱ Jr✱ õàðàêòåðèçóþùèå ïëîò✲
íîñòü îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ è ïîòîêè èçëó÷åíèÿ✱ ïàäàþùåãî íà
ñèñòåìó ñëîåâ ñëåâà è ñïðàâà✱ ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè✳

Óðàâíåíèå ✭✶✮ îïèñûâàåò ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ âíóòðè j ✲ ãî ñëîÿ✳ ➶ íåì
̟ ∈ [0, 1) ✕ ïîêàçàòåëü àëüáåäî✳ Óñëîâèÿ ✭✷✮ è ✭✸✮ îïèñûâàþò îòðàæåíèå è
ïðåëîìëåíèå èçëó÷åíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà j ✲ãî è (j+1) ✲ãî ñëîåâ✱ à óñëîâèÿ
✭✹✮ è ✭✺✮ ✕ îòðàæåíèå è ïðåëîìëåíèå èçëó÷åíèÿ íà ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöàõ
ñèñòåìû ñëîåâ✳ ➶ íèõ R±✱ R+

ℓ ✱ R−
r è P± ✕ îïåðàòîðû äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ

è äèôôóçíîãî ïðåëîìëåíèÿ

R+(I−ε,j+1,ℓ) = 2θ

0∫

−1

I−ε,j+1,ℓ(µ
′) |µ′| dµ′, P+(I+ε,j,r) = 2(1− θ)

1∫

0

I+ε,j,r(µ
′)µ′ dµ′,

✶✻
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R−(I+ε,j,r) = 2θ

1∫

0

I+ε,j,r(µ
′)µ′ dµ′, P−(I−ε,j+1,ℓ) = 2(1− θ)

0∫

−1

I−ε,j+1,ℓ(µ
′) |µ′| dµ′,

R+
ℓ (I

−
ε,1,ℓ) = 2θℓ

0∫

−1

I−ε,1,ℓ(µ
′) |µ′| dµ′, R−

r (I
+
ε,m,r) = 2θr

1∫

0

I+ε,m,r(µ
′)µ′ dµ′,

ãäå 0 < θ < 1✱ 0 < θℓ < 1✱ 0 < θr < 1 ✕ âåëè÷èíû✱ õàðàêòåðèçóþùèå îòðàæà✲
þùèå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòåé✳

➮ññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà ✭ïðî✲
åêò ➑ ✶✾✲✶✶✲✵✵✵✸✸✮✳

✶✼
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➚ñèìïòîòèêè ðåøåíèé íåîäíîðîäíûõ ñòàöèîíàðíûõ

ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ óðàâíåíèé ñ ëîêàëèçîâàííûìè

ïðàâûìè ÷àñòÿìè

➚íèêèí ➚íàòîëèé Þðüåâè÷✱ ➘îáðîõîòîâ Ñåðãåé Þðüåâè÷✱

❮àçàéêèíñêèé ➶ëàäèìèð ➴âãåíüåâè÷

ê✳ô✳✲ì✳í✳❀ ä✳ô✲ì✳í✳✱ ïðîôåññîð❀ ä✳ô✲ì✳í✳✱ ÷ë✳êîðð✳ Ð➚❮
❊✲♠❛✐❧✿ ❛♥✐❦✐♥✽✸❅✐♥❜♦①✳r✉✱ ❞♦❜r❅✐♣♠♥❡t✳r✉✱

♥❛③❛✐❦✐♥s❦✐✐❅❣♦♦❣❧❡♠❛✐❧✳❝♦♠

➮íñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì✳ ➚✳Þ✳➮øëèíñêîãî Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ
❮➮Ó ❒ÔÒ➮✱ ➘îëãîïðóäíûé✱ ❒îñêîâñêàÿ îáëàñòü✱ Ðîññèÿ

➶ n✲ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè x = (x1, . . . , xn) ðàññìàòðèâàþò✲
ñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå è ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âèäà L̂w = F ✱
ãäå L̂ = L(x,−ih∇, h)✖ ✭ïñåâäî✮äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ãëàäêèì ñèì✲
âîëîì L(x, p, h)✱ çàäàííûé â 2n✲ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå R2n

(x,p) ñ êîîðäè✲
íàòàìè (x, p) = (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn)✱ h✖ìàëûé ïàðàìåòð✳ Ïðåäïîëàãàåòñÿ✱
÷òî ôóíêöèÿ F = f((x − y)/h) ëîêàëèçîâàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = y
✭ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìèðîâêå â ïðåäåëå ïðè h → +0 îíà ñòàíîâèòñÿ
äåëüòà✲ôóíêöèåé ➘èðàêà✮✳ ➴ñëè ãàìèëüòîíèàí H(x, p) = L(x, p, 0) íå îáðà✲
ùàåòñÿ â íóëü ïðè x = y✱ òî çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ✏ýëëèïòè÷åñêîé✑✱ è àñèìïòîòèêà
ðåøåíèÿ âûðàæàåòñÿ â ñòàíäàðòíîì äëÿ òåîðèè ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ âèäå✳ ➴ñëè æå H(x, p) = 0 íà íåêîòîðîì (n − 1)✲ìåðíîì ïîäìíî✲
ãîîáðàçèè N âåðòèêàëüíîé ëàãðàíæåâîé ïëîñêîñòè M = {x = y} ⊂ R

2n
(x,p)✱ òî

ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ â àñèìïòîòèêå ðåøåíèÿ ïîÿâëÿåò✲
ñÿ ✏âîëíîâàÿ✑ ñîñòàâëÿþùàÿ✱ ñâÿçàííàÿ ñ ëàãðàíæåâûì ìíîãîîáðàçèåì Λ+ ñ
êðàåì ∂Λ+ = N ✱ êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå âûïóùåííûõ èç N
ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóòðàåêòîðèé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû✱ îòâå÷àþùåé ôóíê✲
öèè H(x, p)✳ ❮à ïàðå (Λ+,M) îïðåäåëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèé îïåðàòîð ❒àñëîâà✱
êîòîðûé è äîñòàâëÿåò àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è✱ ïðè÷➻ì å➻ âîë✲
íîâàÿ ÷àñòü äà➻òñÿ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ôîðìóëà✲
ìè✳ ➶ äðóãèõ çàäà÷àõ ïàðû ëàãðàíæåâûõ ìíîãîîáðàçèé ïîÿâëÿëèñü â ðàáîòàõ
Õ➻ðìàíäåðà✕➘þèñòåðìààòà✱ ❒åëüðîóçà✕Óëüìàíà è Ñòåðíèíà✕Øàòàëîâà✳ Ýòà
êîíñòðóêöèÿ îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé✱ êîãëà ïðàâàÿ ÷àñòü çàäàåòñÿ êàíîíè÷å✲
ñêèì îïåðàòîðîì ❒àñëîâà íà ïðîèçâîëüíîì ëàãðàíæåâîì ìíîãîîáðàçèè M ✱ à
òàêæå íà ñëó÷àé ñèñòåì óðàâíåíèé✳ ➶ êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðåíû óðàâ✲
íåíèå ➹åëüìãîëüöà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå✱ óðàâíåíèå ➹åëüìãîëüöà â ñëîå ïå✲
ðåìåííîé òîëùèíû✱ óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé òåîðèè âîëí íà âîäå è óðàâíåíèÿ
➘èðàêà äëÿ ãðàôåíà✳ ➶ ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ➹åëüìãîëüöà ïîëó÷åííûå ôîðìóëû
îáîáùàþò ðåçóëüòàòû ✃åëëåðà✱ ➪àáè÷à è ✃ó÷åðåíêî✳

➘îêëàä îñíîâàí íà ðàáîòàõ✱ ñîâìåñòíûõ ñ Ï✳Ïåòðîâûì è ❒✳Ðóëî✱ è ïîä✲
äåðæàí ãðàíòîì ÐÔÔ➮✲❈◆❘❙ ✶✼✲✺✶✲✶✺✵✵✵✻✳

✶✽
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❰ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ➪èöàäçå✕Ñàìàðñêîãî

äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì â ïëîñêèõ íåãëàäêèõ îáëàñòÿõ

➪àäåðêî ➴ëåíà ➚ëåêñàíäðîâíà✶

×åðåïîâà ❒àðèíà Ôåäîðîâíà✷

✶✿ ä✳ô✳✕ì✳í✳✱ ïðîôåññîð✱ ❒åõàíèêî✕ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱

Ðîññèÿ

✷✿ ä✳ô✳✕ ì✳í✳✱ ïðîôåññîð✱ ❮àöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò ➽❒îñêîâñêèé ýíåðãåòè÷åñêèé

èíñòèòóò➾✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❊✲♠❛✐❧✿ ❜❛❞❡r❦♦✳❡❛❅②❛♥❞❡①✳r✉✱ ❝❤❡r❡♣♦✈❛♠❢❅♠♣❡✐✳r✉

Ðàññìîòðåíà íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à ➪èöàäçå✕Ñàìàðñêîãî äëÿ îäíîìåðíîé ✭ïî
ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé✮ ïàðàáîëè÷åñêîé ïî Ïåòðîâñêîìó ñèñòåìû âòî✲
ðîãî ïîðÿäêà â ïëîñêèõ îáëàñòÿõ ñ íåãëàäêèìè áîêîâûìè ãðàíèöàìè✳ Óñòà✲
íîâëåíà åäèíñòâåííîñòü êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå
➹➻ëüäåðà ôóíêöèé✱ íåïðåðûâíûõ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé ïî ïðîñòðàíñòâåííîé
ïåðåìåííîé â çàìûêàíèè îáëàñòè✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➪èöàäçå➚✳➶✳✱ Ñàìàðñêèé➚✳➚✳ ❰ íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ îáîáùåíèÿõ
ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷✳ ✴✴ ➘➚❮ ÑÑÑÐ✳ ✶✾✻✾✳ Ò✳✶✽✺✳
◆♦ ✹✳ Ñ✳ ✼✸✾✕✼✹✵✳

✷✳ ➪àäåðêî➴✳➚✳✱ ×åðåïîâà❒✳Ô✳ Ðåøåíèå çàäà÷è ➪èöàäçå✕Ñàìàðñêîãî äëÿ
ïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìû â ïîëóîãðàíè÷åííîé îáëàñòè✳ ✴✴ ➘èôôåðåíöè✲
àëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✷✵✶✼✳ Ò✳ ✺✸✳ ◆♦ ✶✵✳ Ñ✳ ✶✸✷✼✕✶✸✸✺✳

✶✾
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❰ ðåøåíèè îäíîé îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ â

íåñòàöèîíàðíîé ñðåäå

➪àåâ ➚íäðåé ➶ëàäèìèðîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ❞r❜❛❡✈❅♠❛✐❧✳r✉

Ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

Ðàññìîòðèì ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ✱
îïèñûâàþùóþ ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêîâûõ âîëí â òðóáêå✿

ρ0(t)st + px = 0, pt + ρ0(t)sx = 0, ✭✶✮

ãäå s(x, t) ✖ ñêîðîñòü ìàëûõ ñìåùåíèé ñðåäû✱ p(x, t) ✖ ôëþêòóàöèè äàâëå✲
íèÿ✳ Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ îáðàòíîé çàäà÷è✱ ñîñòîÿùåé â îïðåäåëåíèè
ôóíêöèè ρ0(t) ïî äàííûì ðàññåÿíèÿ ✖ àêóñòè÷åñêèì âîëíàì✱ ðàññåÿííûì ïî✲
ëóïðÿìîé x > 0 ñ èçìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè t ïëîòíîñòüþ ρ0✳

Ñèñòåìå ✭✶✮ ñîïîñòàâèì ýêâèâàëåíòíóþ êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó â ðèìàíî✲
âûõ èíâàðèàíòàõ ✭íåñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó ➘èðàêà✮✿

vt + vx + z(t) u = 0, ut − ux + z(t) v = 0, z(t) = −ρ ′
0(t)/(2ρ0(t)). ✭✷✮

Ðèìàíîâû èíâàðèàíòû v✱ u èìåþò ôèçè÷åñêèé ñìûñë âîëí✱ ðàñïðîñòðàíÿþ✲
ùèõñÿ âïðàâî è âëåâî âäîëü îñè x✳

Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíî✲êðàåâóþ çàäà÷ó ✭ïðÿìàÿ çàäà÷à ðàññåÿ✲
íèÿ✮ äëÿ ñèñòåìû ✭✷✮ ïðè x, t > 0✿

v(x, 0) = u(x, 0) = 0, x > 0, v(0, t) = ϕ(t), t ≥ 0, ✭✸✮

ãäå ϕ(t) ✖ èñòî÷íèê â ãðàíè÷íîì óñëîâèè✳ ➶ äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþò✲
ñÿ ãðàíè÷íûå èñòî÷íèêè ϕ(t) èç êëàññà C̄1[0,∞) êóñî÷íî✲ãëàäêèõ ôóíêöèé
òàêèõ✱ ÷òî â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê tn ïîòåðè ãëàäêîñòè ëèáî èìååò ìåñòî
ðàçðûâ íåïðåðûâíîñòè ïåðâîãî ðîäà✱ ëèáî ϕ ∈ Cp(O(tn)) \ Cp+γ(O(tn)) äëÿ
íåêîòîðîãî p ∈ (0, 1) è ëþáîãî γ > 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O(tn) òî÷êè tn✳
❰áîçíà÷èì óêàçàííûé êëàññ ôóíêöèé êàê C̄1, p [0,∞) äëÿ 0 ≤ p < 1✳

Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ äëÿ ✭✷✱✸✮ â T ✲ëîêàëüíîé ôîðìóëè✲
ðîâêå✿ íàéòè z ∈ C[0, 2T ] ïðè èçâåñòíîì ãðàíè÷íîì èñòî÷íèêå ϕ ∈ C̄1, p [0, 2T ]
è äàííûõ ðàññåÿíèÿ u(0, t) = f(t)✱ f ∈ C1[0, 2T ]✳

Òåîðåìà✳ Ïóñòü ϕ(t) ïðèíàäëåæèò íà [0, 2T ] óêàçàííîìó êëàññó ôóíêöèé✳
Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ èìååò íà [0, 2T ] íå áîëåå îäíîãî íåïðåðûâ✲
íîãî ðåøåíèÿ✳

❮à áàçå óñòàíîâëåííûõ â ðàáîòå óñëîâèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàò✲
íîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ✱ îñíîâàííûé
íà ìåòîäå îáðàùåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì è èòåðàöèîííîì ìåòîäå✱ è ïðèâåäåíû
íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû åãî ïðèìåíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷✳

✷✵



Ñåêöèÿ Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

❰ íåêîòîðûõ ïðîáëåìàõ êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè

ãàðìîíè÷åñêèõ ñåòîê

➪åçðîäíûõ Ñåðãåé ➮ãîðåâè÷✱ ➶ëàñîâ ➶ëàäèìèð ➮âàíîâè÷

ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ ä✳ô✳✲ì✳í✳
❊✲♠❛✐❧✿ s❜❡③r♦❞♥②❦❤❅♠❛✐❧✳r✉✱ ✈❧❛s♦✈❅❝❝❛s✳r✉

Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð ✑➮íôîðìàòèêà è óïðàâëåíèå✏ Ð➚❮✱
❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

Òàêèå äåôåêòû ãàðìîíè÷åñêèõ ñåòîê✱ êàê ñàìîíàëåãàíèå èëè ñàìîïåðåñå✲
÷åíèå ÿ÷ååê ñåòêè è èõ âûõîä çà ïðåäåëû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè✱ ÷àñòî ñâÿçûâà✲
þò ñ íàðóøåíèåì ãîìåîìîðôèçìà îòîáðàæåíèÿ F è îáðàùåíèåì â íóëü åãî
ÿêîáèàíà J(F) ✭ñì✳✱ íàïðèìåð✱ ❬✶❪✱ ❬✷❪✮✳ ➬äåñü✱ ðàçóìååòñÿ✱ ðå÷ü èäåò î ãàð✲

ìîíè÷åñêîì îòîáðàæåíèè F : G
harm−→ Q ðàñ÷åòíîé îáëàñòè G íà ëîãè÷åñêóþ

Q✳ ❰êàçûâàåòñÿ✱ îäíàêî✱ ÷òî ïåðå÷èñëåííûå äåôåêòû✱ äåëàþùèå ñåòêó íåïðè✲
ãîäíîé ✭èëè ìàëîïðèãîäíîé✮ äëÿ ðàñ÷åòîâ✱ ìîãóò âîçíèêàòü äàæå òîãäà✱ êîãäà
âñå òåîðåòè÷åñêèå òðåáîâàíèÿ ê F óäîâëåòâîðåíû✱ ò✳å✳ F ✖ ãîìåîìîðôèçì è
J(F) 6= 0 âG✱ ÷òî çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ✱ åñëèG èQæîðäàíîâû✱ àQ âûïóêëà
✭íàïðèìåð✱ êâàäðàò✮✳

➶ äîêëàäå ìû îñòàíîâèìñÿ íà äâóõ ïðîáëåìàõ✱ ïðèâîäÿùèõ ê âîçíèêíî✲
âåíèþ óêàçàííûõ äåôåêòîâ ñåòêè✿ ✶✮ ñèíãóëÿðíîå ïîâåäåíèå ãàðìîíè÷åñêîãî
îòîáðàæåíèÿ âáëèçè âõîäÿùèõ óãëîâ❀ ✷✮ òðóäíîñòè ïðè ðåàëèçàöèè ïîäõîäà
Óèíñëîó äëÿ âûòÿíóòûõ îáëàñòåé ñ ãëóáîêèìè âûåìêàìè✳

Ïåðâàÿ ïðîáëåìà áûëà îáîçíà÷åíà✱ â ÷àñòíîñòè✱ â ðàáîòàõ ❬✷❪✱ ❬✸❪✱ ãäå ñòðî✲
èëàñü ãàðìîíè÷åñêàÿ ñåòêà â ïðÿìîóãîëüíîì óãîëêå ✭L✕îáðàçíîé îáëàñòè✮✳
❰êàçàëîñü✱ ÷òî åñëè îäèí èç óçëîâ íåêîòîðîé ÿ÷åéêè σm,n ñîçäàâàåìîé ðåãó✲
ëÿðíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ñåòêè ïîìåùàåòñÿ â âåðøèíå âõîäÿùåãî óãëà✱ òî îäíà
èç ïàð ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ýòîé ÿ÷åéêè ìîæåò ïåðåñåêàòüñÿ✱ ò✳å✳ ìîæåò
âîçíèêíóòü ñàìîíàëåãàíèå ÿ÷åêè σm,n✳ ➪îëåå òîãî✱ â ❬✷❪ áûëî âûäâèíóòî ïðåä✲
ïîëîæåíèå✱ ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì øàãå ñåòêè ñàìîíàëåãàíèå ÿ÷åêè σm,n
îáÿçàòåëüíî âîçíèêàåò✳ Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîëó÷èëî ñòðîãîå îáîñíîâàíèå â
ðàáîòå ❬✹❪✱ ãäå áûëî èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ãàðìîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ âáëè✲
çè âåðøèíû âõîäÿùåãî óãëà è îáðàòíîãî ê íåìó îòîáðàæåíèÿ âáëèçè îáðàçà
ýòîé âåðøèíû✳ ➪ûëè ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå àñèìïòîòèêè✱ èç êîòîðûõ
ñëåäóåò✱ â ÷àñòíîñòè✱ ÷òî èñõîäÿùàÿ èç âåðøèíû ñåòî÷íàÿ ëèíèÿ îáÿçàòåëüíî
✭çà èñêëþ÷åíèåì îñîáîãî ñëó÷àÿ✮ êàñàåòñÿ îäíîé èç ñòîðîí óãëà❀ ýòî è ïðèâî✲
äèò ê óêàçàííîìó ñàìîíàëåãàíèþ ÿ÷åéêè σm,n✳ Òàêèì îáðàçîì✱ ïðîâåäåííîå
â ❬✹❪ èññëåäîâàíèå äàëî èñ÷åðïûâàþùåå îáúÿñíåíèå îáñóæäàåìîé òðóäíîñòè✱
÷òî îòêðûâàåò ïóòü ê åå ðàäèêàëüíîìó ïðåîäîëåíèþ✳

➶òîðàÿ ïðîáëåìà âîçíèêëà â ðàáîòå Ñòåéíáåðãà ✶✾✽✺ ã✳✱ ãäå ñòðîèëàñü ãàð✲
ìîíè÷åñêàÿ ñåòêà â ✑ïîäêîâîîáðàçíîé✏ îáëàñòè G✳ ➶ ïîñëåäóþùåì ýòà çàäà÷à
ðàññìàòðèâàëàñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ✱ ñì✳✱ íàïðèìåð✱ ❬✶❪✱ ❬✺❪ è ïðèâåäåííóþ

✷✶
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òàì áèáëèîãðàôèþ✳ Òðåáóåìîå äëÿ òàêîãî ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèå F íàõî✲
äèëîñü â ðàìêàõ ïîäõîäà Óèíñëîó ïóòåì ðåøåíèÿ ââåäåííîé èì ñèñòåìû êâà✲
çèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî✕ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ✱ ñì✳ ❬✶❪✲❬✸❪✱
❬✺❪ è öèòèðîâàííóþ ëèòåðàòóðó✳ Ïîëó÷àåìàÿ òàêèì ñïîñîáîì ñåòêà îêàçàëàñü
íåóäîâëåòâîðèòåëüíîé✿ íåêîòîðûå ÿ÷åéêè áûëè íååñòåñòâåííî âûòÿíóòûìè✱ à
äðóãèå ✖ ÷ðåçìåðíî óçêèìè❀ êðîìå òîãî✱ âîçíèêàëî ñàìîíàëåãàíèå ÿ÷ååê è èõ
âûõîä çà ïðåäåëû îáëàñòè✳ Ñëåäóåò îòìåòèòü✱ ÷òî ïîïûòêè âûïðàâèòü ñèòóà✲
öèþ✱ ïðåäïðèíÿòûå â ðàáîòå ❬✺❪✱ õîòÿ è ïðèâåëè ê íåêîòîðîìó åå óëó÷øåíèþ
çà ñ÷åò ðåçêîãî óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà óçëîâ✱ ìîäèôèêàöèè ðàçíîñòíîé ñõå✲
ìû è ïðèâëå÷åíèÿ äðóãèõ ìåòîäîâ ✭â òîì ÷èñëå âàðèàöèîííîãî ✑áàðüåðíîãî✏
ìåòîäà ❬✷❪✮✱ íî✱ òåì íå ìåíåå✱ íå ñäåëàëè ñåòêó óäîâëåòâîðèòåëüíîé✳ ➶ûõîä èç
ïîëîæåíèÿ áûë íàéäåí â ðàáîòå ❬✻❪✱ ãäå ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà
ñ ïîìîùüþ àíàëèòèêî✕÷èñëåííîãî ìåòîäà ❬✼❪✱ äîïóñêàþùåãî àïîñòåðèîðíóþ(
â íîðìå C(G)

)
îöåíêó ïîãðåøíîñòè✳ Ýòà îöåíêà ïîêàçàëà✱ ÷òî ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà ❬✼❪ ïðè ìèíèìàëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óñèëèÿõ óäàëîñü äîñòè÷ü îòíî✲
ñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè íå õóæå 10−6✱ òîãäà êàê äëÿ íàèëó÷øåé èç ïîñòðîåí✲
íûõ â ❬✺❪ ñåòîê â ïîäêîâîîáðàçíîé îáëàñòè ñðåäíÿÿ ïî îáëàñòè îòíîñèòåëüíàÿ
ïîãðåøíîñòü ñîñòàâèëà îêîëî 50%✳ ➶ äîêëàäå ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ãàðìîíè÷åñêèõ ñåòîê èñïîëüçîâàòü ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà ❬✼❪✱ îñíîâàííóþ íà
åãî ñî÷åòàíèè ñ àääèòèâíûì ìåòîäîì Øâàðöà✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❑♥✉♣♣P✳✱ ❙t❡✐♥❜❡r❣ ❙✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ●r✐❞ ●❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❋❧♦r✐❞❛✿ ❈❘❈
Pr❡ss✳ ❇♦❝❛ ❘❛t♦♥✱ ✶✾✾✸✳

✷✳ ➮âàíåíêîÑ✳➚✳ ➚äàïòèâíî✕ãàðìîíè÷åñêèå ñåòêè✳ ❒✳✿ ➶Ö Ð➚❮✱ ✶✾✾✼✳

✸✳ ➚çàðåíîê➪✳❮✳✱ ×àðàõ÷üÿí➚✳➚✳ ❰á îäíîé òðóäíîñòè ïîñòðîåíèÿ äâó✲
ìåðíûõ ðåãóëÿðíûõ ñåòîê ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèé ✴✴ ❒àòåì✳ ìîäåëè✲
ðîâàíèå✳ ✷✵✶✹✳ Ò✳ ✷✻✱ ◆♦✳ ✶✷✳ Ñ✳ ✹✽ ✕ ✻✹✳

✹✳ ➪åçðîäíûõÑ✳➮✳✱ ➶ëàñîâ➶✳➮✳ ❰ ïîâåäåíèè ãàðìîíè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ
â óãëàõ ✴✴ ❒àòåì✳ çàìåòêè✳ ✷✵✶✼✳ Ò✳ ✶✵✶✱ ◆♦✳ ✸✳ Ñ✳ ✹✼✹ ✕ ✹✽✵✳

✺✳ ➚çàðåíîê➪✳❮✳ ❰ ïîñòðîåíèè ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê â äâóìåðíûõ
íåâûïóêëûõ îáëàñòÿõ ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèé ✴✴ ➷óðí✳ âû÷èñë✳ ìà✲
òåì✳ è ìàòåì✳ ôèç✳ ✷✵✵✾✳ Ò✳ ✹✾✱ ◆♦✳ ✺✳ Ñ✳ ✽✷✻ ✕ ✽✸✾✳

✻✳ ➪åçðîäíûõÑ✳➮✳✱ ➶ëàñîâ➶✳➮✳ ❰á îäíîé ïðîáëåìå êîíñòðóêòèâíîé òåî✲
ðèè ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ✴✴ Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà✳ Ôóíäà✲
ìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ✳ ✷✵✶✷✳ Ò✳ ✹✻✳ Ñ✳ ✺ ✕ ✸✵✳

✼✳ ❱❧❛s♦✈❱✳ ■✳ ▼✉❧t✐♣♦❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ s♦♠❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥
❝♦♠♣❧❡①✲s❤❛♣❡❞ ❞♦♠❛✐♥s ✴✴ ❩❡✐ts❝❤r✳ ❆♥❣❡✇✳ ▼❛t❤✳ ▼❡❝❤✳ ❱✳ ✼✻✱ ❙✉♣♣❧✳ ✶✳
P✳ ✷✼✾ ✕ ✷✽✷✳

✷✷
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❰ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Ðèìàíà òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ

ôóíêöèé â âåñîâûõ êëàññàõ Ñìèðíîâà ñ âåñîì îáùåãî âèäà

➪èëàëîâ ➪èëàë Òåëüìàíîâè÷

ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ ïðîôåññîð✱ ÷ë✳êîðð✳ ❮➚❮ ➚çåðáàéäæàíà
❊✲♠❛✐❧✿ ❜❴❜✐❧❛❧♦✈❅♠❛✐❧✳r✉

❰òäåë ✧❮åãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç ➮íñòèòóò ❒àòåìàòèêè è ❒åõàíèêè
❮➚❮ ➚çåðáàéäæàíà✱ ➪àêó✱ ➚çåðáàéäæàí

➶ ðàáîòå îïðåäåëÿþòñÿ âåñîâûå êëàññû Ñìèðíîâà â îãðàíè÷åííîé è
íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòÿõ✳ Ðàññìàòðèâàþòñÿ â ýòèõ êëàññàõ îäíîðîäíàÿ è
íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷è Ðèìàíà ñ èçìåðèìîì êîýôôèöèåíòîì✱ àðãóìåíò êîòî✲
ðîé ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé✳ ➶ ñëó÷àå îäíîðîäíîé çàäà÷è
íàõîäèòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íà âåñîâóþ ôóíêöèþ îáùåãî âèäà✱ êîòîðîìó
óäîâëåòâîðÿþò âåñû èç êëàññà ❒àêåíõîóïòà✱ è ñòðîèòñÿ îáùåå ðåøåíèå ýòîé
çàäà÷è✳ ➶ ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé çàäà÷è íà âåñîâóþ ôóíêöèþ íàëàãàåòñÿ óñëî✲
âèå òèïà ❒àêåíõîóïòà è íàõîäèòñÿ óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ ðàçðåøèìî✲
ñòè íåîäíîðîäíîé çàäà÷è â âåñîâûõ êëàññàõ Ñìèðíîâà✱ âûâîäèòñÿ ôîðìóëà
äëÿ èíäåêñà çàäà÷è✳ Ðàññìàòðèâàþòñÿ îòäåëüíûå ñëó÷àè îòíîñèòåëüíî âåñî✲
âîé ôóíêöèè ñòåïåííîãî âèäà è âûïèñàíû êîíêðåòíûå óñëîâèÿ íà ïîðÿäêè
âûðîæäåíèÿ✳

➮òàê✱ ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíóþ çàäà÷ó Ðèìàíà

F+ (z (s))−G (z (s))F− (z (s)) = g (z (s)) , s ∈ (0, S) , (1)

ãäå g ∈ Lp,ρ (Γ) çàäàííàÿ ôóíêöèÿ✳ Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è ✭✶✮ ïîíèìàåòñÿ ïàðà
ôóíêöèé èç âåñîâûõ êëàññîâ Ñìèðíîâà

(
F+ (z) ;F− (z)

)
∈ Ep,ρ

(
D+
)
×m Ep,ρ

(
D−) ,

ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ F± íà Γ êîòîðûõ ï✳â✳ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ ✭✶✮✳
Òåîðåìà ✶✳ Ïóñòü êîýôôèöèåíò G (z (s)) , 0 ≤ s ≤ S✱ íåîäíîðîäíîé

çàäà÷è ✭✶✮ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
✭✐✮ |G (·)|±1 ∈ L∞ (Γ)❀
✭✐✐✮ θ (·) êóñî÷íî✲íåïðåðûâíûå íà Γ✱ è ïóñòü

{
ξk , k = 1, r

}
⊂ Γ òî÷êè

ðàçðûâîâ ôóíêöèè θ (·)✿
argG (·) ÿâëÿåòñÿ ãåëüäåðåâûì íà Γ✱ à êðèâàÿ Γ = z ([0, S]) óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì
✭✐✐✐✮ Γ ëèáî êðèâàÿ ❐ÿïóíîâà✱ ëèáî Ðàäîíà ✭ò✳å✳✱ ÿâëÿåòñÿ êðèâîé ñ îãðà✲

íè÷åííûì âûðàøåíèåì✮ áåç òî÷åê çàîñòðåíèé✳
Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ν (·) îïðåäåëåííàÿ âûðàæåíèåì

ν (s) =: σp (s) ρ (z (s)) , s ∈ (0, S) ,

✷✸
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ïðèíàäëåæèò êëàññó ❒àêåíõîóïòà Ap (Γ) , 1 < p < +∞, è èìååò ìåñòî
óñëîâèå ∫

Γ

ρ−
q

p (z (s)) |dz (s)| < +∞.

Òîãäà îòíîñèòåëüíî ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ✭✶✮ â êëàññàõ Ep;ρ (D
+) ×m

Ep;ρ (D
−) èìåþò ìåñòî✿

✶✳ ïðè m ≥ −1 çàäà÷à ✭✶✮ èìååò îáùåå ðåøåíèå âèäà

F (z) = Zθ (z)Pm (z) + F1 (z) ,

ãäå Zθ(·) êàíîíè÷åñêîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé çàäà÷è✱ Pm(z)
ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì ñòåïåíè k ≤ m ✭ïðè m = −1 ïîëàãàåì Pm (z) ≡ 0✮✱
F1(·) ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé çàäà÷è ✭✶✮ âèäà

F1 (z) ≡
Zθ (z)

2πi

∫

Γ

g (ξ) dξ

Z+
θ (ξ) (ξ − z)

; (2)

✷✳ ïðè m < −1 íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à ✭✶✮ ðàçðåøèìà òîëüêî â ñëó÷àå✱ êîãäà
ïðàâàÿ ÷àñòü g (·) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòåé

∫

Γ

g (ξ)

Z+
θ (ξ)

ξk−1dξ = 0 , k = 1,−m− 1,

ïðè ýòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå F (z) = F1 (z) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
✭✷✮✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❇✐❧❛❧♦✈❇✳❚✳ ❇❛s✐s ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ s✐♥❡ ❛♥❞ ❝♦s✐♥❡ s②st❡♠s✳
✴✴ ❙✐❜✐rs❦✐ ♠❛t❡♠✳ ❏✉r♥❛❧✳ ✷✵✵✹✳ Ò✳ ✹✺ ◆♦ ✷✳ ❈✳ ✷✻✹ ✕ ✷✼✸ ✭✐♥ ❘✉ss✐❛♥✮✳

✷✳ ❇✐❧❛❧♦✈❇✳❚✳ ❖♥ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦st②✉❝❤❡♥❦♦ ♣r♦❜❧❡♠✳ ✴✴ ❙✐❜❡r✐❛♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✳ ✷✵✶✷✳ ❱✳ ✺✸✱ ✐ss✉❡ ✸✳ P✳ ✺✵✾ ✕ ✺✷✻✳

✸✳ ◆❛❥❛❢♦✈❚✳ ■✳✱ ◆❛s✐❜♦✈❛◆✳P✳ ❖♥ t❤❡ ◆♦❡t❤❡r♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥
❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❍❛r❞② ❝❧❛ss❡s✳ ✴✴ ❆③❡r❜❛✐❥❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳
✷✵✶✺✳ ❱✳ ✺✱ ✐ss✉❡ ✷✳ P✳ ✶✵✾ ✕ ✶✸✾✳

✹✳ ❇✐❧❛❧♦✈❇✳❚✳✱ ●❛s②♠♦✈❚✳❇✳✱ ●✉❧✐②❡✈❛❆✳❆✳ ❖♥ s♦❧✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❘✐❡♠❛♥♥
❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ▼♦rr❡②✲❍❛r❞② ❝❧❛ss❡s✳ ✴✴ ❚✉r❦✳ ❏✳ ♦❢ ▼❛t❤✳ ✷✵✶✻✳
❱✳ ✹✵✱ ✐ss✉❡ ✺✵✳ P✳ ✶✵✽✺ ✕ ✶✶✵✶✳

✺✳ ❙❛❞✐❣♦✈❛ ❙✳❘✳✱ ●✉❧✐②❡✈❛❆✳❊✳ ❖♥ t❤❡ ❙♦❧✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❘✐❡♠❛♥♥✕❍✐❧❜❡rt
Pr♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❙♠✐r♥♦✈ ❈❧❛ss❡s✳ ✴✴ ❆♥❛❧②s✐s ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✳ ✷✵✶✽✳
❱✳ ✹✹✱ ✐ss✉❡ ✹✳ P✳ ✺✽✼ ✲✕ ✻✵✸✳
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❰ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèÿõ òèïà

ðåàêöèÿ✲äèôôóçèÿ✲àäâåêöèÿ

➪óòóçîâ ➶àëåíòèí Ôåäîðîâè÷✱ ❮åôåäîâ ❮èêîëàé ❮èêîëàåâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîðà
❊✲♠❛✐❧✿ ❜✉t✉③♦✈❅♣❤②s✳♠s✉✳r✉✱ ♥❡❢❡❞♦✈❅♣❤②s✳♠s✉✳r✉

ôèçè÷åñêèé Ôàêóëüòåò ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

➶ äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé ñèíãóëÿð✲
íî âîçìóùåííûõ çàäà÷ ðåàêöèÿ✲äèôôóçèÿ✲àäâåêöèÿ✳ ➘ëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ
òàêèõ çàäà÷ äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è✲
âîñòè ïî ❐ÿïóíîâó ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñ ïîãðàíè÷íûìè è âíóòðåííèìè
ïåðåõîäíûìè ñëîÿìè✳ Òàêèå çàäà÷è èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêå ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ ïåðåíîñà è ãîðåíèÿ✱ à òàêæå ïðè ìîäå✲
ëèðîâàíèè íåëèíåéíûõ âîëí ❬✶❪✳

❮àøè ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ✱ ðàçâèâàþùèå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ❬✷❪✱ áóäóò
ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íà ïðèìåðå ÷àñòè÷íî✲äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû

ε2
(
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2

)
= F (u, v, x, t, ε), (1)

ε
∂v

∂t
= f(u, v, x, t, ε), (x, t) ∈ D := (0; 1)× (0, T ], (2)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ❮åéìàíà

∂u

∂x
(0, t, ε) =

∂u

∂x
(1, t, ε) = 0, t ∈ (0, T ]

è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(x, 0, ε) = uo(x), v(x, 0, ε) = vo(x), x ∈ [0; 1],

ãäå ε > 0 ✲ ìàëûé ïàðàìåòð✱ F, f, uo, vo ✲ äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè✳ Ñèñòå✲
ìû âèäà ✭✶✮✱ ✭✷✮ íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íî✲äèññèïàòèâíûìè ñèñòåìàìè ðåàêöèÿ✲
äèôôóçèÿ✱ ïîòîìó ÷òî äèôôóçèîííûé ÷ëåí ñîäåðæèòñÿ òîëüêî â ïåðâîì èç
ýòèõ óðàâíåíèé✳ Òàêèå ñèñòåìû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî✲
âàíèÿ â õèìè÷åñêîé êèíåòèêå✱ òåîðåòè÷åñêîé áèîëîãèè è äðóãèõ ïðèêëàäíûõ
íàóêàõ✳

Ïðåäñòàâëåííûå â äîêëàäå ðåçóëüòàòû áàçèðóþòñÿ íà äàëüíåéøåì ðàçâè✲
òèè êàê ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé✱ òàê è ìåòîäîâ èõ
îáîñíîâàíèÿ✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ îáñóæäàåòñÿ îáùàÿ ñõåìà àñèìïòîòè÷åñêîãî ìå✲
òîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ ✭ñì✳✱ íàïðèìåð✱ ❬✸ ✲ ✹❪ è ññûëêè â ýòèõ
ðàáîòàõ✮ è ïðèìåíÿåòñÿ ê ðÿäó íîâûõ çàäà÷✳

✷✺
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➶ êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ äâèæóùèõñÿ âíóò✲
ðåííèõ ñëîåâ ðàññìîòðåíî óðàâíåíèå òèïà ➪þðãåðñà✱ êîòîðîå îïèñûâàåò êâàä✲
ðàòè÷íî íåëèíåéíûå âîëíû â ñðåäå áåç äèñïåðñèè ñ êóáè÷íî íåëèíåéíûì óñè✲
ëåíèåì ✭ñì✳ ❬✶❪✮✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔ➮ ✭ãðàíò ✶✽✲✵✶✲✵✵✹✷✹✮✳
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❮åôåäîâ❮✳❮✳✱ Ðóäåíêî❰✳➶✳ ❰ äâèæåíèè ôðîíòà â óðàâíåíèè òèïà
➪þðãåðñà ñ êâàäðàòè÷íîé è ìîäóëüíîé íåëèíåéíîñòüþ ïðè íåëèíåéíîì
óñèëåíèè✳ ✴✴ ➘➚❮✳ ✷✵✶✽✳ Ò✳ ✹✼✽✱ ◆ ✸✳ Ñ✳ ✷✼✹ ✕ ✷✼✾✳

✷✳ ➪óòóçîâ➶✳Ô✳ ➚ñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ÷àñòè÷íî
äèññèìàòèâíîé ñèñòåìû ñ êðàòíûì êîðíåì âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ ✴✴
❒àòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê✳ ✷✵✶✻✳ Ò✳ ✷✵✼✱ ◆ ✽✳ Ñ✳ ✼✸✖✶✵✵✳

✸✳ ◆❡❢❡❞♦✈◆✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r r❡❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥✲❛❞✈❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s
✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❛②❡rs✳ ✴✴ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✳
✷✵✶✸✳ ❱✳ ✽✷✸✻✳ P✳ ✻✷✕✼✷✳

✹✳ ➶àñèëüåâà➚✳➪✳✱ ➪óòóçîâ➶✳Ô✳✱ ❮åôåäîâ❮✳❮✳ Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå
çàäà÷è ñ ïîãðàíè÷íûìè è âíóòðåííèìè ñëîÿìè ✴✴ Òðóäû ❒àòåìàòè÷å✲
ñêîãî èíñòèòóòà èì✳➶✳➚✳Ñòåêëîâà Ð➚❮✳ ✷✵✶✵✳ Ò ✳ ✷✻✽✳ Ñ✳ ✷✻✽✕✷✽✸✳
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Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç îïåðàòîðíûõ ìîäåëåé ëèíåéíîé

âÿçêîóïðóãîñòè

➶ëàñîâ ➶èêòîð ➶àëåíòèíîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ✈✐❦♠♦♥t❅②❛♥❞❡①✳r✉

❒åõàíèêî✲ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱
❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

➮ññëåäîâàíèÿ íàïðàâëåíû íà èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ è êà÷åñòâåííûõ
ñâîéñòâ ðåøåíèé èíòåãðî✲äèôôåðåíöèàëüíûõ è óðàâíåíèé ñ íåîãðàíè÷åííû✲
ìè îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ìåòîäîì
ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà èõ ñèìâîëîâ✳ ➹ëàâíàÿ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíå✲
íèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àáñòðàêòíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå✱ âîçìóùåí✲
íîå ñëàãàåìûìè✱ ñîäåðæàùèìè âîëüòåððîâû èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû✳ Óêà✲
çàííûå èíòåãðî✲äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ëè✲
íåéíûìè ìîäåëÿìè âÿçêîóïðóãîñòè✱ äèôôóçèè è òåïëîïðîâîäíîñòè â ñðåäàõ
ñ ïàìÿòüþ ✭óðàâíåíèå ➹óðòèíà✲Ïèïêèíà ñì✳ ❬✶❪✱ ❬✷❪✮ è èìåþò ðÿä äðóãèõ âàæ✲
íûõ ïðèëîæåíèé✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû â âèäå
ñëåäóþùåé ñèñòåìû èíòåãðî✲äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç✲
âîäíûõ

ρü(x, t)− Lu(x, t) +
2∑

i=1

t∫

0

Ki(t− s)Liu(x, s)ds = f(x, t),

ãäå u = ~u(x, t) ∈ R
3 âåêòîð ïåðåìåùåíèé âÿçêîóïðóãîé íàñëåäñòâåííîé èçî✲

òðîïíîé ñðåäû✱ t > 0✱ ñðåäà çàïîëíÿåò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü x ∈ Ω ⊂ R
3✱

u óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ➘èðèõëå â îáëàñòè Ω ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé✱ L1 =
µ·(∆u+❣r❛❞ ❞✐✈u)✱ L2 = λ·❣r❛❞ ❞✐✈u✱ Lu = (L1+L2)u ✲ îïåðàòîð ❐àìå òåîðèè
óïðóãîñòè✱ K1✱ K2 ôóíêöèè ðåëàêñàöèè✱ õàðàêòåðèçóþùèå íàñëåäñòâåííûå
ñâîéñòâà ñðåäû✳ Ïðîâîäèòñÿ ñïåêòðàëüíûé àíàëèç îïåðàòîð✲ôóíêöèé✱ ÿâëÿ✲
þùèõñÿ ñèìâîëàìè óêàçàííûõ èíòåãðî✲äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✱ ïîëó✲
÷åíû ðåçóëüòàòû î ñòðóêòóðå è ëîêàëèçàöèè èõ ñïåêòðà ✭ñì✳✱ ❬✶❪✱ ❬✷❪✮✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➶ëàñîâ➶✳➶✳✱ Ðàóòèàí❮✳➚✳ Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ôóíêöèîíàëüíî✲
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✳ ❒✳✿ ❒➚✃Ñ Ïðåññ✱ ✷✵✶✻✳

✷✳ ➶ëàñîâ➶✳➶✳✱ Ðàóòèàí❮✳➚✳ ✃îððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü è ñïåêòðàëüíûé
àíàëèç âîëüòåððîâûõ èíòåãðî✲äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ñèíãó✲
ëÿðíûìè ÿäðàìè ✴✴ ➘îêëàäû Ð➚❮✳ ✷✵✶✽✳ Ò✳ ✹✽✷✭✻✮✳ Ñ✳ ✻✸✺ ✕ ✻✸✽✳

✷✼



Ñåêöèÿ Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

❰áðàòíûå êîýôôèöèåíòíûå çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ

óðàâíåíèé

➘åíèñîâ ➚ëåêñàíäð ❒èõàéëîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ❞❡♥❅❝♠❝✳♠s✉✳r✉

Ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå îáðàòíûå êîýôôèöèåíòíûå çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè✲
÷åñêèõ óðàâíåíèé✳ ➘îêàçûâàþòñÿ ëîêàëüíûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ èõ ðå✲
øåíèÿ✳ ➘îêàçàòåëüñòâà îñíîâàíû íà ðåäóêöèè îáðàòíûõ çàäà÷ ê íåëèíåéíûì
îïåðàòîðíûì óðàâíåíèÿì è îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëü✲
íûõ ïðèáëèæåíèé✱ ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåííûå ìåòîäû äëÿ
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷✳

Ïåðâàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à✳

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèè b(s)✱ u(x, t) òàêèå✱ ÷òî

uxt + aut + b(u)ux = 0, x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ],

u(0, t) = f(t), u(l, t) = g(t) t ∈ [0, T ],

u(x, 0) = 0, x ∈ [0, l],

ãäå a ✲ èçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ✱ à f(t)✱ g(t) ✲çàäàííûå ôóíêöèè✳
➶òîðàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à✳

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèè q(x)✱ u(x, t) òàêèå✱ ÷òî

ε2utt + ut = uxx − q(x)u, (x, t) ∈ ∆T ,

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ ST ,

ut(x, 0) = ϕ′′(x)− q(x)ϕ(x), x ∈ ST ,

u(0, t) = p(t), ux(0, t) = h(t), t ∈ [0, T ],

ãäå ε ✲ èçâåñòíûé ìàëûé ïàðàìåòð✱

∆T = {(x, t) : 0 ≤ t ≤ T, −(T−t)ε−1 ≤ x ≤ (T−t)ε−1}, ST = [−Tε−1, T ε−1],

ϕ(x)✱ p(t)✱ h(t) ✲ çàäàííûå ôóíêöèè✳

✷✽



Ñåêöèÿ Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

❰ ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ

ðàñòóùèìè êîýôôèöèåíòàìè

➘åíèñîâ ➶àñèëèé ❮èêîëàåâè÷

ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ✈❞❡♥✐s♦✈✷✵✵✽❅②❛♥❞❡①✳r✉

Ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

➮çó÷àþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ðîñò ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ ïàðàáî✲
ëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà✱ êîòîðûå ãàðàíòèðóþò ñòàáèëèçàöèþ ê
íóëþ ðåøåíèÿ çàäà÷è ✃îøè â êëàññå ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèõ íà÷àëüíûõ
ôóíêöèé✱ ðàâíîìåðíî ïî x íà êàæäîì êîìïàêòå K â RN ✳

➶ ïîëóïðîñòðàíñòâå E = RN × [0,∞) ðàññìîòðèì çàäà÷ó ✃îøè

Lu ≡ L1u+ c(x)u− ut = 0, â E(1), (1)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ RN , (2)

ãäå

L1u =
N∑

i,k=1

aik(x)u
′′
xixk

. (3)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ✿
✶✮ êîýôôèöèåíòû â (1) äåéñòâèòåëüíû è íåïðåðûâíû â RN ✱ è óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ ➹åëüäåðà â êàæäîé îãðàíè÷åííîé ïîäîáëàñòè D â RN ✱ aik = aki✱
(i, k = 1, . . . , N)✱ ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå λ0✱ λ1✱òàêèå✱ ÷òî

λ20b(|x|)|ξ|2 6
N∑

i,k=1

aik(x)ξiξk 6 λ21b(|x|)|ξ|2, (4)

äëÿ ∀x, ξ ∈ RN ,

b(|x|) = (1 + |x|2)k, (5)

ãäå
0 < k < 1, |x| = x21 + ...+ x2N . (6)

✷✮ êîýôôèöèåíòû C(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (C)✿ ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ
β > 0 òàêàÿ✱ ÷òî

C(x) 6 −β2, ∀x ∈ RN . (7)

✸✮ u0(x) íåïðåðûâíà â RN è âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðîñòà

|u0(x)| 6M exp(a|x|1−k). (8)

ãäå 0 < a✱ 0 < k < 1✳
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Ñåêöèÿ Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

Òåîðåìà ✶✳ ➴ñëè íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ✭✶✮ íåïðåðûâíà â RN è óäîâëåòâî✲
ðÿåò óñëîâèþ ðîñòà ✭✽✮ ïðè íåêîòîðûõ a > 0✱ 0 < k < 1✱ òî ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ ✭❈✮ äëÿ

β > aλ1(1− k), (9)

ðåøåíèå çàäà÷è ✃îøè ✭✶✮✱✭✷✮ ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê íóëþ✱ ò✳å✳ ñóùåñòâóåò
ïðåäåë

lim
t→∞

u(x, t) = 0, (10)

ðàâíîìåðíî ïî x íà ëþáîì êîìïàêòå K â RN ✳
➬àìå÷àíèå✳ Òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé✱ â òîì ñìûñëå✱ ÷òî íåëüçÿ â ðàâåí✲

ñòâå ✭✶✵✮ çàìåíèòü êîìïàêò K íà âñå ïðîñòðàíñòâî RN ✳
❰áçîðó ðàáîò ïî ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîñâÿ✲

ùåíà ðàáîòà ❬✶❪✳ ➚ñèìïòîòèêà ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàñòóùè✲
ìè êîýôôèöèåíòàìè ïîñâÿùåíà ðàáîòà ❬✷❪✳ ➚ñèìïòîòèêà ðåøåíèé íåëèíåéíûõ
ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé èçó÷àëàñü✱ íàïðèìåð✱ â ❬✸❪✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ❮àó÷íîãî Ôîí✲
äà ✭ïðîåêò ◆♦ ✶✾✲✶✶✲✵✵✷✷✸✮✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➘åíèñîâ➶✳❮✳ ❰ ïîâåäåíèè ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðè
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè ✴✴ Ó❒❮✳ ✷✵✵✺✳ Ò✳ ✻✵✱ âûï✳✹✳ ❈✳ ✶✹✺ ✕ ✷✶✷✳

✷✳ ➘åíèñîâ➶✳❮✳ ❰á àñèìïòîòèêå ïðè áîëüøîì âðåìåíè ðåøåíèé ïàðàáî✲
ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàñòóùèìè ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè ✴✴ ➘îêë✳
Ð➚❮✳ ✷✵✶✼✳ Ò✳ ✹✼✺✱ ◆♦ ✶✳ ❈✳ ✶✵ ✕ ✶✸✳

✸✳ ❑♦♥✬❦♦✈❆✳❆✳ ❖♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✴✴ Pr♦❝✳ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✳ ❊❞✐♥❜✉r❣❤✱ ✷✵✵✻✳ ❱✳ ✶✸✻✳ P✳ ✸✻✺
✕ ✸✽✹✳

✸✵
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✃ðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ èíòåãðî✲ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ñìåøàííîãî òèïà

➬àðóáèí ➚ëåêñàíäð ❮èêîëàåâè÷

ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ❛❧❡❦s❴③❛r✉❜✐♥❅♠❛✐❧✳r✉

❰ðëîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè ➮✳Ñ✳Òóðãåíåâà✱ ❰ðåë✱
Ðîññèÿ

➘ëÿ ñìåøàííî✲ñîñòàâíîãî èíòåãðî✲ôóíêöèîíàëüíî✲äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ✲
íåíèÿ ñ ôóíêöèîíàëüíûì çàïàçäûâàíèåì è îïåðåæåíèåì íåêàðëåìàíîâñêîãî
òèïà∑2

k=0 ak(x)Φ(α
k
1(x), LU) +

∑2
k=1 bk(x)Φ(α

k
2(x), LU) = 0, (1)

ãäå Φ(αkj (x), LU) =
∫ αk

j (x)

αk
j (x0)

LU(t,y)

(αk
j (x)−t)q

dt,

à L ≡ ∂2

∂t2 + (sgny) ∂
2

∂y2 ✲ îïåðàòîð ❐àâðåíòüåâà✲➪èöàäçå❀
0 < q < 1; ak(x), bk(x) (k = 0, 1, 2) ✲ íåïðåðûâíûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíê✲
öèè❀ α1(x) è α2(x) ✲ ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ âçàèìíî✲
îáðàòíûå α3−j(αj(x)) = x (j = 1, 2) äèôôåîìîðôèçìû êëàññà C2✱
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì✿ α1(x) < x, α

′

1(x) > 1(α
′

1(x) < 1)
è α2(x) > x, α

′

2(x) < 1(α
′

2(x) > 1); xn = α1(xn+1), xn+1 = α2(xn);
α2(x0) > 0;αlj(x) ≡ αj(αj(...(αj(x)))...)︸ ︷︷ ︸

l ðàç

, åñëè l > 0;

αlj(x) ≡ α3−j(α3−j(...(α3−j(x)))...)︸ ︷︷ ︸
−l ðàç

, åñëè l < 0;

α0
j(x) = x (j = 1, 2); â ñìåøàííîé îáëàñòè D = D+ ∪D− ∪ I ñ ëèíèåé èçìåíå✲

íèÿ òèïà I = {(x, y) : x0 < x < x3, y = 0};
D+ = D+

0 ∪D+
1 ∪D+

2 ∪J è D− = D−
0 ∪D−

1 ∪D−
2 ✲ ñîîòâåòñòâåííî ýëëèïòè÷åñêàÿ

è ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ÷àñòè îáëàñòè ❉✱ ãäå
D+
k = {(x, y) : xk < x < xk+1, 0 < y < σk(x)} (k = −2, 4);

D−
k = {(x, y) : −y < αk1(x) < y + x1,−x1

2 < y < 0} (k = −2, 4);

σk(x) = h+
√
αk1(x)(x1 − αk1(x)), xk ≤ x ≤ xk+1 (k = −2, 4);

ïðè÷➻ì σ0(α
k
1(x)) = σk(x) (k = −2, 4); J = J1 ∪ J2,

ãäå Jk = {(x, y) : x = xk, 0 < y < h} (0 < h ≡ const)(k = 1, 2);
I = ∪2

k=0Ik, Ik = {(x, y) : xk < x < xk+1, y = 0}(k = −2, 4)
ðàññìàòðèâàåòñÿ

➬àäà÷à Ò✳ ❮àéòè â îáëàñòè ❉ ðåøåíèå
U(x, y) ∈ C(D)∩C1(D \J)∩C2(D \ (J ∪ I)) óðàâíåíèÿ ✭✶✮✱ óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì

U(x, σk(x)) = ϕk(x), xk ≤ x ≤ xk+1(k = 0, 1, 2);
U(x0, y) = U(x3, y), 0 ≤ y ≤ h,
U(x, y) = r(x, y), (x, y) ∈ D−2 ∪D−1;

✸✶
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U(x, y) = ρ(x, y), (x, y) ∈ D3 ∪D4,
U(x,−αk1(x)) = ψk(x), xk ≤ x ≤ αk2(

x1
2 )(k = 0, 1, 2);

óñëîâèåì ñîïðÿæåíèÿ
U(x, 0−) = U(x, 0+) = ω(x), x0 ≤ x ≤ x3;
Uy(x, 0−) = Uy(x, 0+) = ν(x), x0 < x < x3, x 6= x1, x2,

óñëîâèåì ñîãëàñîâàíèÿ
ϕ0(x1) = ϕ1(x1);ϕ1(x2) = ϕ2(x3);ψ0(x0) = ϕ0(x0) = ϕ2(x3) =

= r(x0, y) = ρ(x3, y) = 0,
ãäå ak(x), bk(x), ϕk(x), ψk(x)(k = 0, 1, 2), α1(x), α2(x) ✲ çàäàííûå íåïðåðûâíûå
äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè✱ à Dk = D+

k ∪D−
k ∪ Ik(k = −2, 4).

➶îïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ò ñâîäèòñÿ ê îäíîçíà÷íîé ðàçðå✲
øèìîñòè ñèñòåìû{∑2

k=0 ak(x)Φ(α
k
1(x), V ) +

∑2
k=1 bk(x)Φ(α

k
2(x), V ) = 0, (x, y) ∈ D; (2)

LU(x, y) = V (x, y), (x, y) ∈ D, (3)

ïðè÷➻ì äëÿ îïðåäåëåíèÿ V (x, y) ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ➚áåëÿ ïåð✲
âîãî ðîäà∫ x

xk

V (t,y)
(x−t)qdt =Mk(α

k
1(x)), (x, y) ∈ Dk(k = 0, 1, 2);

à äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè U(x, y) ðåøåíà çàäà÷à Ò äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâ✲
íåíèÿ ❐àâðåíòüåâà✲➪èöàäçå ✭✸✮✳

✸✷
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❰áðàòíûå çàäà÷è îäíîâðåìåííîãî îïðåäåëåíèÿ äâóõ

êîýôôèöèåíòîâ â ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ

✃àìûíèí ➶èòàëèé ❐åîíèäîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ✈❧❦❛♠②♥✐♥✷✵✵✽❅②❛♥❞❡①✳r✉

❮àöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ÿäåðíûé óíèâåðñèòåò ➽❒➮Ô➮➾✱ ❒îñêâà✱
Ðîññèÿ

➶ äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå îáðàòíûå çàäà÷è îäíîâðåìåííîãî îïðå✲
äåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåä u è ux â ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè ñ äâóìÿ
íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè✳

❰áðàòíàÿ çàäà÷à ✶✳

❰ïðåäåëèòü òðîéêó ôóíêöèé {u(t, x), b(x), c(x)}✱ óäîâëåòâîðÿþùèõ â Q ≡
[0, T ]× [−l, l] óðàâíåíèþ

ρut − uxx + b(x)ux + c(x)u = f(t, x), (t, x) ∈ Q; (1)

êðàåâûì óñëîâèÿì

u(0, x) = u0(x), x ∈ [−l, l]; u(t,−l) = µ1(t), u(t, l) = µ2(t), t ∈ [0, T ]; (2)

è óñëîâèÿì èíòåãðàëüíîãî íàáëþäåíèÿ

∫ T

0

u(t, x)ω(t) dt = ϕ(x),

∫ T

0

u(t, x)χ(t)dt = ψ(t), x ∈ [−l, l]. (3)

❰áðàòíàÿ çàäà÷à ✷✳

❰ïðåäåëèòü òðîéêó ôóíêöèé {u(t, x), b(t), c(t)}✱ óäîâëåòâîðÿþùèõ â Q
óðàâíåíèþ

ut − a(t, x)uxx + b(t)ux + c(t)u+ d(t, x)u = f(t, x), (t, x) ∈ Q; (4)

êðàåâûì óñëîâèÿì

u(0, x) = u0(x), x ∈ [−l, l]; u(t,−l) = u(t, l) = 0, t ∈ [0, T ]; (5)

è óñëîâèÿì èíòåãðàëüíîãî íàáëþäåíèÿ

∫ l

−l
u(t, x)ω(x) dx = ϕ(t),

∫ l

−l
ux(t, x)ω(x) dx = ψ(t), t ∈ [0, T ]. (6)

➘îêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äàííûõ îá✲
ðàòíûõ çàäà÷✳

✸✸
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➘ëÿ êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ìû òàêæå ïîëó÷àåì
îöåíêè ìàêñèìóìîâ ìîäóëåé íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ñ êîí✲
ñòàíòàìè✱ ÿâíî âûïèñàííûìè ÷åðåç âõîäíûå äàííûå îáðàòíûõ çàäà÷✳

✃ðîìå òîãî ïðèâîäÿòñÿ íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû îáðàòíûõ çàäà÷✱ ê êîòî✲
ðûì ïðèìåíèìû äîêàçàííûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè✳

Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé àâòîðà ❬✶✱ ✷❪✱ ãäå áûëè ïîëó✲
÷åíû òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè îáðàòíûõ çàäà÷ îäíîâðåìåííîãî
îïðåäåëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè è îäíîãî èç ìëàäøèõ êîýôôèöèåíòîâ â ïàðàáîëè✲
÷åñêîì óðàâíåíèè✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ✃àìûíèí➶✳❐✳ ❰áðàòíàÿ çàäà÷à îäíîâðåìåííîãî îïðåäåëåíèÿ ïðàâîé
÷àñòè è êîýôôèöèåíòà ïåðåä ìëàäøåé ïðîèçâîäíîé â ïàðàáîëè÷åñêîì
óðàâíåíèè íà ïëîñêîñòè ✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✷✵✶✹✳ Ò✳ ✺✵✱
➑ ✻✳ Ñ✳ ✼✾✺ ✕ ✽✵✻✳

✷✳ ✃àìûíèí➶✳❐✳ ❰áðàòíàÿ çàäà÷à îäíîâðåìåííîãî îïðåäåëåíèÿ ïðàâîé
÷àñòè è ìëàäøåãî êîýôôèöèåíòà â ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè ñî ìíî✲
ãèì ïðîñòðàíñòâåííûìè ïåðåìåííûìè ✴✴ ❒àòåì✳ çàìåòêè✳ ✷✵✶✺✳ Ò✳ ✾✼✱
➑ ✸✳ Ñ✳ ✸✻✽ ✕ ✸✽✶✳

✸✹
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❰ çàäà÷å Òðèêîìè äëÿ ïàðàáîëî✲ãèïåðáîëè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ

✃àïóñòèí ❮èêîëàé Þðüåâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ❦❛♣✉st✐♥❅❜❦✳r✉

Ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàáîëî✲ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

(−y)muxx(x, y)− uyy(x, y) + a(x, y)ux(x, y) = f(x, y), y < 0,

ux(x, y)− uyy(x, y) = f(x, y), y > 0, (1)

â äâóõ ñëó÷àÿõ✿

1)m = 2, a(x, y), ax(x, y) ∈ C(D), a(x, y) > µ > 0;

2)m = 0, a(x, y) = 0.

❰áëàñòü îïðåäåëåíèÿ D ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî òðå✲
óãîëüíèêà D− óðàâíåíèÿ ✭✶✮ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ A(0, 0)✱ C(1/2,−1/2 −
m/4)✱ B(1, 0)✱ êâàäðàòà D+ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ A,M(0, 1), N(1, 1), B è èí✲
òåðâàëà AB✳

✃ëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è Òðèêîìè äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✮ áóäåì íàçû✲
âàòü ôóíêöèþ u(x, y) èç êëàññà C(D) ∩ C1(D ∪MN) ∩ C1,2(D+) ∩ C2(D−)✱
ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ✭✶✮ â îáëàñòÿõ D+, D− è óäîâëåòâîðÿþùóþ
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u(x, y)|CA = ψ(y), u(x, y)|AM = ϕ1(y), u(x, y)|MN = ϕ2(x), (2)

ãäå f(x, y) ∈ C(D+ ∪ D−), ψ(y) ∈ C[−1, 0]✱ ϕ1(y) ∈ C[0, 1]✱ ϕ2(x) ∈ C[0, 1]✱
ψ(0) = ϕ1(0)✱ ϕ1(1) = ϕ2(0)✳

➶ ïåðâîì ñëó÷àå✱ ò✳å✳ ïðè âûðîæäåíèè ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòè íà ëèíèè
èçìåíåíèÿ òèïà óñòàíàâëèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà ✶✳ Ïóñòü f(x, y) ∈ L2(D) è ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå
çàäà÷è Òðèêîìè✳ Òîãäà äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

‖u(x, y)‖L2(D) + ‖u(x, 0)‖L2(0,1) 6 C1

(
‖f(x, y)‖L2(D) + ‖yψ(y)‖L2(−1,0)+

+‖(a(y2/2, y)− 1)ψ(y)‖L1(−1,0) + ‖ϕ1(y)‖L1(0,1) + ‖ϕ2(x)‖L2(0,1)

)
, (3)

â êîòîðîé ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C1 íå çàâèñèò îò ôóíêöèè u(x, y)✳
✃ëàññ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé íà õàðàêòåðèñòèêå AC ïðè ïåðåõîäå ê èçó÷å✲

íèþ îáîáùåííîé L2✲ðàçðåøèìîñòè çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà a(x, y)✳ Ñâîéñòâà
òàêîãî ïðîñòðàíñòâà ìîãóò áûòü èçó÷åíû ïî ìåòîäàì ðàáîòû ❬✶❪✳

✸✺
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➶î âòîðîì ñëó÷àå✱ ò✳å✳ ïðè âîëíîâîì îïåðàòîðå â ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòè
ñïðàâåäëèâ àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò✱ íî âìåñòî äâóõ íîðì äëÿ ôóíêöèè ψ(y) â
îöåíêå ✭✸✮ áóäåò îáû÷íàÿ L2✲íîðìà✳ ➮ñïîëüçóÿ ñïåêòðàëüíûé ìåòîä â ÷àñòíîì
ñëó÷àå äëÿ âîëíîâîãî îïåðàòîðà àïðèîðíóþ îöåíêó ìîæíî óòî÷íèòü

Òåîðåìà ✶✳ Ïóñòü ϕ1(y) ∈ Cα[0, 1]✱ α ∈ (0, 1]✱ ϕ1(0) = ϕ1(1)✱ f(x, y) = 0✱
(x, y) ∈ D+ ∪ D−✱ ψ(y) = 0✱ y ∈ [−1/2, 0]✱ ϕ2(x) = 0✱ x ∈ [0, 1]✱ p > 1✱ ε−
ëþáîå ÷èñëî èç ïîëóèíòåðâàëà (0, 3p − 1]✳ Òîãäà ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêîå
ðåøåíèå çàäà÷è Òðèêîìè ✭✶✮✲✭✷✮ è äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u(x, y)‖L3p−ε(D+) + ‖u(x, y)‖C(D−) 6 C2‖ϕ1(y)‖Lp(0,1), (4)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C2 íå çàâèñèò îò ôóíêöèè u(x, y)✳
Óñòàíîâëåíî✱ ÷òî îöåíêà ✭✹✮ ïðè ε = 0✱ âîîáùå ãîâîðÿ✱ íåâåðíà✳
Ïðè ñïåêòðàëüíîì ïîäõîäå âîçíèêàåò çàäà÷à ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåò✲

ðîì â ãðàíè÷íîì óñëîâèè✱ êîòîðóþ ðàññìàòðèâàë àêàäåìèê ➚✳➚✳ Ñàìàðñêèé
â ðàáîòå ❬✷❪✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÐÔÔ➮ ✭ïðîåêòû ➑ ✶✼✲✵✶✲
✵✵✽✹✼ à✱ ➑ ✶✼✲✺✶✲✶✽✵✹✷ ➪îëã à✮✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ✃àïóñòèí ❮✳Þ✳ ➬àäà÷à Òðèêîìè äëÿ ïàðàáîëî✲ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâ✲
íåíèÿ ñ âûðîæäàþùåéñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòüþ✳ ■✳ ✴✴ ➘èôôåðåíöè✲
àëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✶✾✽✼✳ Ò✳ ✷✸✳ ➑ ✶✳ Ñ✳ ✷ ✕ ✼✽✳

✷✳ Ñàìàðñêèé ➚✳➚✳ ❰á îäíîé çàäà÷å ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà✳ ✴✴ ➶åñòíèê
❒➹Ó✳ ✶✾✹✼✳ ➑✸✳ Ñ✳ ✽✺ ✕ ✶✵✷✳

✸✻
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❰áðàòíûå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ â óðàâíåíèÿõ

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

✃îæàíîâ ➚ëåêñàíäð ➮âàíîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ❦♦③❤❛♥♦✈❅♠❛t❤✳♥s❝✳r✉

➮íñòèòóò ìàòåìàòèêè èì✳ Ñ✳❐✳Ñîáîëåâà✱ ❮îâîñèáèðñê✱ Ðîññèÿ

➶ îáðàòíûõ çàäà÷àõ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç✲
âîäíûõ çà÷àñòóþ ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè ëèáî ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ✱ ëèáî âðåìåííîé ïåðåìåííîé✳
Ñðàâíèòåëüíî ìàëîèçó÷åííûìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ îáðàòíûå çàäà÷è✱ â êîòîðûõ
íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû åñòü âåëè÷èíû ïîñòîÿííûå ✭ò✳å✳ ñêàëÿðû✮✳ ➮ìåí✲
íî î òàêèõ çàäà÷àõ è áóäåò èäòè ðå÷ü â äîêëàäå✳

➶ ÷àñòíîñòè✱ â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè
✖ îáðàòíûõ çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ âìåñòå ñ ðåøåíèåì u(x, t) òàêæå ïàðàìåòðà

a â òåëåãðàôíîì óðàâíåíèè

utt −∆u+ au = f(x, t);

✖ îáðàòíûõ çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ âìåñòå ñ ðåøåíèåì u(x, t) òàêæå ïàðàìåòðà
a✱ îïðåäåëÿþùåãî êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ â óðàâíåíèè

ut −∆u+ [c(x, t) + aq0(x, t)]u = f(x, t);

✖ îáðàòíûõ çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà a â óðàâíåíèÿõ ñîáîëåâñêîãî
òèïà

∂2p

∂t2p
(u−∆u) +Bu+ au = f(x, t)

✭p ≥ 1 ✖ öåëîå✱ B ✖ ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð✱ äåéñòâóþùèé ïî ïðîñòðàí✲
ñòâåííûì ïåðåìåííûì✮

è ðÿä äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ î ðàçðåøèìîñòè îáðàòíûõ çàäà÷ íàõîæäåíèÿ
âìåñòå ñ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òàêæå íåèçâåñòíûõ ïàðà✲
ìåòðîâ✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé✱ ïðîåêò ✶✽✲✵✶✲✵✵✻✷✵✳

✸✼
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➚ñèìïòîòèêà ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíûõ

ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ îäíîé

ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé

✃îí➻íêîâ ➚íäðåé ❮èêîëàåâè÷

ä✳ ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ❛✳❦♦♥❡♥❦♦✈❅✸✻✺✳rs✉✳❡❞✉✳r✉

Ðÿçàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò✱ Ðÿçàíü✱ Ðîññèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

p(x)∂tu− ∂2xu = 0, (1)

ãäå èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ p óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

0 < µ ≤ p(x) ≤ µ−1 ∀x ∈ R, (2)

è ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
T→+∞

1

T

∫ T

0

p(x) dx = a21, lim
T→+∞

1

T

∫ 0

−T
p(x) dx = a22, a1, a2 > 0. (3)

➶ ðàáîòå ❬✶❪ äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñëàáîãî ôóíäàìåí✲
òàëüíîãî ðåøåíèÿ Γ(x, ξ, t, τ) = Γ(x, ξ, t− τ) óðàâíåíèÿ ✭✶✮✳

Òåîðåìà✳ Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✮ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ✭✷✮ è ✭✸✮✳ Òîãäà
äëÿ âñåõ x, ξ ∈ R è n ≥ 0

lim
t→+∞

tn+1/2∂nt Γ(x, ξ, t)/p(ξ) =
1

(a1 + a2)Γ
(
1
2 − n

) ,

ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî n ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ íà êîìïàêòàõ✳
Òàêæå ìû ðàññìàòðèâàåì âîïðîñ îá àñèìïòîòè÷åñêîé áëèçîñòè ôóíêöèé

tn+1/2∂nt Γ(x, ξ, t)/p(ξ) äëÿ äâóõ óðàâíåíèé✳
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ÏîðïåðÔ✳❰✳✱ ÝéäåëüìàíÑ✳➘✳ ➘âóñòîðîííèå îöåíêè ôóíäàìåíòàëüíûõ
ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà è íåêîòîðûå èõ
ïðèëîæåíèÿ ✴✴ Ó❒❮✳ ✶✾✽✹✳ Ò✳ ✸✾✳ ➑ ✸✭✷✸✼✮✳ ❈✳ ✶✵✼✕✶✺✻✳

✸✽
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✃ëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ

ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â

êðèâîëèíåéíîé ïîëóïîëîñå

✃îðçþê ➶èêòîð ➮âàíîâè÷✶

✃îçëîâñêàÿ ➮íåññà Ñòàíèñëàâîâíà✷

❮àóìîâåö Ñâåòëàíà ❮èêîëàåâíà✸

✶✿ ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ àêàäåìèê ❮➚❮ ➪åëàðóñè✱➪åëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò✱ ❒èíñê✱ ➪åëàðóñü

✷✿ êàíä✳ ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ äîöåíò✱ ➪åëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò✱ ❒èíñê✱ ➪åëàðóñü

✸✿ ➪ðåñòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò✱ ➪ðåñò✱ ➪åëàðóñü

❊✲♠❛✐❧✿ ❦♦r③②✉❦❅❜s✉✳❜②✱ ❦♦③❧♦✈s❦❛❥❛❅❜s✉✳❜②✱ ❡✲❝✈❡t❛❅t✉t✳❜②

➶ ïðèëîæåíèÿõ âîçíèêàþò ìíîãèå çàäà÷è äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé
ñ ìåíÿþùèìèñÿ îòíîñèòåëüíî âðåìåííîé ïåðåìåííîé ãðàíèöàìè èçó÷àåìîãî
îáúåêòà✳ ➶ ðåçóëüòàòå ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïîëó÷àåì â âèäå ñìåøàííûõ
çàäà÷ â íåöèëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòÿõ✳

➮ç ëèòåðàòóðû ìîæíî óêàçàòü ðàáîòó ❬✶❪✱ ãäå ïî âèäèìîìó✱ âïåðâûå â êðè✲
âîëèíåéíîé ïîëóïîëîñå ðàññìîòðåíà ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ âîëíîâîãî óðàâ✲
íåíèÿ✳ ➬äåñü ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíû íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
áîêîâûå ÷àñòè ãðàíèöû âûïðÿìëÿþòñÿ✱ ÷òî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ îñíîâíîãî
óðàâíåíèÿ íå â ëó÷øóþ ñòîðîíó✳ ➘àëåå ïðèìåíåí ìåòîä ➹àëåðêèíà✳

❒åòîä õàðàêòåðèñòèê ïîçâîëÿåò óñïåøíî ñòðîèòü â àíàëèòè÷åñêîì âèäå
êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ è â ñëó÷àå êðèâîëèíåéíûõ îáëàñòåé
íà ïëîñêîñòè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåêîòîðûìè òîëüêî òåõíè÷å✲
ñêèìè óñëîæíåíèÿìè ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íûìè çàäà÷àìè â ñëó÷àå ïîëó✲
ïîëîñ ñ ïðÿìîëèíåéíûìè áîêîâûìè ÷àñòÿìè ãðàíèö çàäàííûõ îáëàñòåé ❬✷ ✕
✻❪✳ Òàêèì çàäà÷àì è ïîñâÿùåí äàííûé äîêëàä✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➘ðàãèåâà❮✳➚✳ Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ➹àëåðêèíà ê ðåøåíèþ âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ â îáëàñòè ñ ïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè ✴✴ ➷óðíàë âû÷èñëè✲
òåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè✳ ✶✾✼✺✳ Ò✳ ✶✺✱ ➑✹✳ Ñ✳ ✾✹✻
✕ ✾✺✻✳

✷✳ ✃îðçþê➶✳➮✳✱ Ñòîëÿð÷óê➮✳➮✳ Ïåðâàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à â êðèâîëèíåé✲
íîé ïîëóïîëîñå óðàâíåíèÿ ✃ëåéíà ✕ ➹îðäîíà ✕ Ôîêñà ✴✴ ➘èôôåðåíöè✲
àëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✷✵✶✼✳ Ò✳ ✺✸✱ ➑✶✳ Ñ✳ ✼✼ ✕ ✽✽✳

✸✳ ✃îðçþê➶✳➮✳✱ ✃îçëîâñêàÿ➮✳Ñ✳✱ ❮àóìîâåö Ñ✳❮✳ ✃ëàññè÷åñêîå ðåøåíèå
ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà÷è îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ óñëîâèÿ✲
ìè òèïà ✃îøè ✴✴ ➶åñòè ❮➚❮ ➪åëàðóñè✳ Ñåðèÿ ôèç✳ ✕ ìàò✳ í✳ ✷✵✶✺✳ ➑✶✳
Ñ✳ ✼ ✕ ✷✵✳

✸✾
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✹✳ ✃îðçþê➶✳➮✳ ❒åòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïàðàëëåëîãðàììà íà ïðèìåðå
ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ✴✴ ➘î✲
êëàäû ❮➚❮ ➪åëàðóñè✳ ✷✵✶✼✳ Ò✳ ✻✶✱ ➑✸✳ Ñ✳ ✼ ✕ ✶✸✳

✺✳ ✃îðçþê➶✳➮✳✱ ❮àóìîâåö Ñ✳❮✳✱ Ñåâàñòþê ➶✳➚✳ ❰ êëàññè÷åñêîì ðåøå✲
íèè âòîðîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
✴✴ Òðóäû ➮íñòèòóòà ìàòåìàòèêè✳ ✷✵✶✽✳Ò✳ ✷✻✱ ➑✶✳ Ñ✳ ✸✺ ✕ ✹✷✳

✻✳ ✃îðçþê➶✳➮✳✱ ❮àóìîâåö Ñ✳❮✳✱ Ñåðèêîâ ➶✳Ï✳ ❒åòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêî✲
ãî ïàðàëëåëîãðàììà ðåøåíèÿ âòîðîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ îäíîìåð✲
íîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ✴✴ Òðóäû ➮íñòèòóòà ìàòåìàòèêè✳ ✷✵✶✽✳Ò✳ ✷✻✱
➑✶✳ Ñ✳ ✹✸ ✕ ✺✸✳

✹✵
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➹ðàíè÷íîå óïðàâëåíèå äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïðè

îäíîðîäíîì ãðàíè÷íîì óñëîâèè íàêëîííîé ïðîèçâîäíîé è

äîêðèòè÷åñêèõ âðåìåíàõ

❒îèñååâ ➴âãåíèé ➮âàíîâè÷✱ Ôðîëîâ ➚ðòåì ➚ëåêñååâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð❀ àñïèðàíò ➶❒✃
❊✲♠❛✐❧✿ ❝♠❝❅❝s✳♠s✉✳s✉✱ ❛✳❛✳❢r♦❧♦❢❢❅♠❛✐❧✳r✉

Ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

➮çó÷åíà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè ñòðóíû✱ îïèñûâàåìûìè îä✲
íîìåðíûì âîëíîâûì óðàâíåíèåì✱ ïðè äîêðèòè÷åñêèõ âðåìåíàõ✱ òî åñòü
÷èñëåííî ìåíüøå äâóõ åå äëèí✳ Óïðàâëåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ñìåùåíèåì íà
ëåâîì êîíöå✱ u(0, t) = µ(t)✱ ïðè ýòîì íà ïðàâîì èìååòñÿ îäíîðîäíîå ãðà✲
íè÷íîå óñëîâèå íàêëîííîé ïðîèçâîäíîé✱ ux(l, t) + C ∗ ut(l, t) = 0✳ ✃îíñòàíòà
C ìîæåò áûòü✱ â òîì ÷èñëå✱ ðàâíà +1 èëè −1✱ ýòîò ñëó÷àé ïðèâîäèò ê
íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ è ðàññìàòðèâàåòñÿ îòäåëüíî✳
➬àäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â ñìûñëå ôóíêöèé êëàññè÷åñêîé ãëàäêîñòè✳
➬àäà÷à óïðàâëåíèÿ ïðè ïîäîáíîì ãðàíè÷íîì óñëîâèè✱ íî áîëüøèõ ôèíàëüíûõ
âðåìåíàõ ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ ❬✶❪✱ ❬✷❪✱ áûëà ïîêàçàíà íååäèíñòâåí✲
íîñòü óïðàâëåíèé✱ íàéäåíî îïòèìàëüíîå â ñìûñëå ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëà
îïðåäåëåííîé ôóíêöèè îò óïðàâëåíèÿ✳ ➶ èçó÷åííîé çàäà÷å â ñëó÷àå èõ
íåîäíîçíà÷íîñòè óïðàâëåíèé èñïîëüçóþòñÿ äâà ïîäõîäà ê âûáîðó✳ ➮ç✲çà
ìàëîñòè ôèíàëüíûõ âðåìåí óïðàâëåíèÿ ñóùåñòâóþò íå ïðè âñåõ íàáîðàõ
íà÷àëüíûõ è ôèíàëüíûõ ôóíêöèé✱ ïîýòîìó áûë èññëåäîâàí âîïðîñ óñëîâèé
óïðàâëÿåìîñòè✳
➶ èçó÷åííîé çàäà÷å èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ðàçáèåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé îáëà✲
ñòè ïðîöåññà íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè Oxt íà ïîäîáëàñòè è ïîñëåäîâàòåëüíîãî
ïîñòðîåíèÿ îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ â íèõ ñìåøàííûõ çàäà÷ ñ ïðÿìûì è
îáðàòíûì õîäîì âðåìåíè✳ ❮àéäåíû â ÿâíîé àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå êàê
óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè✱ òàê è ñàìè óïðàâëåíèÿ ✭êîãäà îíè ñóùåñòâóþò✮✳
➘âà êà÷åñòâåííî ðàçíûõ ñëó÷àÿ ✲ êîãäà ôèíàëüíîå âðåìÿ T áîëüøå äëèíû
ñòðóíû l è êîãäà ìåíüøå✳ ➶î âòîðîì ñëó÷àå óïðàâëåíèÿ✱ êîòîðîå ìîãëî áû
ïîâëèÿòü íà ïðàâûé êðàé ôàçîâîé îáëàñòè✱ ïî ñóòè✱ íå ñóùåñòâóåò✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❒îèñååâ ➴✳ ➮✳✱ Õîëîìååâà ➚✳ ➚✳ Ðàçðåøèìîñòü ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ äèíàìè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ✕ ➘èôôå✲
ðåíö✳ óðàâíåíèÿ✳ ✷✵✶✷✳ Ò✳ ✹✽✳ ➑ ✶✵✳ ✕ Ñ✳ ✶✹✶✷✲✶✹✶✼✳

✷✳ ❒îèñååâ ➴✳ ➮✳✱ Õîëîìååâà ➚✳ ➚✳ ❰ïòèìàëüíîå ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå
ñìåùåíèåì íà îäíîì êîíöå ñòðóíû ïðè íàëè÷èè ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû
íà äðóãîì êîíöå ✕ ➘èôôåðåíö✳ óðàâíåíèÿ✳ ✷✵✶✸✳ Ò✳ ✹✾✳ ➑ ✶✵✳ ✕ Ñ✳ ✶✸✺✵✲
✶✸✺✺✳

✹✶
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Ñðàâíåíèå ðåøåíèé çàäà÷è ✃îøè äëÿ óðàâíåíèé

ïàðàáîëè÷åñêîãî è ãèïåðáîëèçèðîâàííîãî òèïà

❒îèñååâ Òèõîí ➴âãåíüåâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ÷ëåí✲êîðð✳ Ð➚❮
❊✲♠❛✐❧✿ ts♠♦✐s❡❡❡✈❅♠❛✐❧✳r✉

Ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

➶ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î áëèçîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ✃îøè äëÿ îä✲
íîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è åãî ãèïåðáîëèçèðîâàíííîé âåðñèè✱
êîãäà ïåðåä âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ñòîèò ìàëûé ïàðàìåòð ñòðåìÿ✲
ùèéñÿ ê íóëþ✱ èìåþùèé ñèíãóëÿðíûé õàðàêòåð✳ ➶ïåðâûå ïðîáëåìà áëèçîñòè
ðåøåíèé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ è íåâîçìóùåííûõ óðàâíåíèé áûëà èññëå✲
äîâàíà â ðàáîòàõ ➚✳❮✳Òèõîíîâà è åãî ó÷åíèêîâ ❬✶❪✳ ➶ ðàáîòàõ ❬✷✱✸✱✹❪ èññëåäî✲
âàëñÿ âîïðîñ î âåëè÷èíå ïîãðåøíîñòè ïðè çàìåíå ëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêî✲
ãî óðàâíåíèÿ íà ãèïåðáîëè÷åñêîå ñ ãëàäêèìè ñîãëàñîâàííûìè íà÷àëüíûìè è
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè✱ òàêæå ïîêàçàíî✱ ÷òî â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ðàçðûâîâ ýòà
âåëè÷èíà ìîæåò îêàçàòüñÿ íåîãðàíè÷åííîé✳ ➶ äàííîì ñîîáùåíèè ýòà çàäà÷à
ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ íåãëàäêèõ êîíòóðîâ è ðàçðûâíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ ❬✺❪✳
Ðåçóëüòàòû ✭òî÷íåå óñëîâèÿ✮✱ ïîëó÷åííûå äëÿ ãëàäêèõ êîíòóðîâ ❬✷❪✱ íåïðèìå✲
íèìû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ íàøåé çàäà÷è✳

➘ëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ýòà çàäà÷à áûëà èçó÷åíà â ðàáîòå ❬✸❪✳ ➪ëèçêèå
ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ñòàòüå ❬✹❪✳ ➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå ❬✺❪ ïîêàçàíî✱ ÷òî çà èñ✲
êëþ÷åíèåì íà÷àëüíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè✱ ïîãðåøíîñòü ãèïåðáîëèçàöèè ñòðå✲
ìèòñÿ ê íóëþ✱ êàê êîðåíü êâàäðàòíûé îò âåëè÷èíû äîáàâêè✳ ➚êòóàëüíîñòü
ýòîãî íàïðàâëåíèÿ îáóñëîâëåíà òåì✱ ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñòðîèòü
ÿâíûå ñõåìû ñ óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè✱ õàðàêòåðíûìè äëÿ óðàâíåíèé ãèïåð✲
áîëè÷åñêîãî òèïà✳ Ñõåìû òàêîãî òèïà îñîáåííî ýôôåêòèâíû ïðè èñïîëüçîâà✲
íèè ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ñ ìàññîâûì ïàðàëëåëèçìîì

➚âòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü àêàäåìèêó ➪✳❮✳ ×åòâåðóøêèíó✱ ÷ëåí✲
êîðð✳ ➶✳Ô✳Òèøêèíó è ➴✳➴✳ ❒ûøåöêîé çà ïîìîùü â ðàáîòå✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ð❮Ô ✶✼✲✼✶✲✸✵✵✶✹
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ Òèõîíîâ➚✳❮✳ ❰ ñèñòåìàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✱ ñîäåðæàùèõ
ïàðàìåòðû ✴✴ ❒àòåì✳ Ñáîðíèê✳ ❮îâ✳ ñåð✳ ✶✾✺✵✳ Ò✳ ✷✼✱ ◆♦ ✶✳ Ñ✳ ✹✼ ✕ ✶✺✻✳

✷✳ ÐåïèíÑ✳➮✳✱ ×åòâåðóøêèí➪✳❮✳ ❰öåíêà ðàçíîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøå✲
íèé çàäà÷è ✃îøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ è ãè✲
ïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ✴✴ ➘îêëàäû ➚êàäåìèè
íàóê✳ ✷✵✶✸✳ Ò✳ ✹✺✶✱ ◆♦ ✸✳ Ñ✳ ✷✺✺ ✕ ✷✺✽✳

✸✳ ❒ûøåöêàÿ➴✳➴✳✱Òèøêèí➶✳Ô✳ ❰öåíêè âëèÿíèÿ ãèïåðáîëèçàöèè äëÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ✴✴ ➷➶❒ è ❒Ô✳ ✷✵✶✺✳ Ò✳ ✺✺✱ ◆♦ ✽✳ Ñ✳ ✶✷✾✾ ✕
✶✸✵✹✳

✹✷
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✹✳ ➮ëüèí➚✳➚✳✱ ÐûêîâÞ✳➹✳ ❰ áëèçîñòè òðàåêòîðèé äëÿ ìîäåëüíûõ êâàçè✲
ãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ✴✴ ➘îêëàäû ➚êàäåìèè íàóê✳ ✷✵✶✻✳ Ò✳ ✹✼✵✱
◆♦ ✹✳ Ñ✳ ✸✽✵ ✕ ✸✽✸✳

✺✳ ❒îèñååâÒ✳➴✳✱ ❒ûøåöêàÿ➴✳➴✳ Òèøêèí ➶✳Ô✳ ❰ áëèçîñòè ðåøåíèé
íåâîçìóùåííûõ è ãèïåðáîëèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé òåïëîïðîâîäíîñòè
äëÿ ðàçðûâíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ ✴✴ ➘îêëàäû ➚êàäåìèè íàóê✳ ✷✵✶✽✳
Ò✳ ✹✽✶✱ ◆♦ ✻✳ Ñ✳ ✻✵✺ ✕ ✻✵✾✳

✹✸
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Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðîññèéñêîé

ýêîíîìèêè

❰áðîñîâà ❮àòàëèÿ ✃èðèëëîâíà✱ ê✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ äîöåíò✱

Øàíàíèí ➚ëåêñàíäð ➚ëåêñååâè÷✱ ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ÷ë✳êîðð✳ Ð➚❮

❒ÔÒ➮ ã✳ ➘îëãîïðóäíûé✱ Ðîññèÿ✱ ➶Ö Ô➮Ö ➮Ó Ð➚❮✱ ã✳ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ
❊✲♠❛✐❧✿ ♥♦❜r♦s♦✈❛❅②❛✳r✉✱ ❛❧❡①s❤❛♥❅②❛✳r✉

Ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

Ñîâðåìåííàÿ ðîññèéñêàÿ ýêîíîìèêà ïîñëå ✷✵✵✽ã✳ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè
ñòàãíàöèè✱ êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ îòñóòñòâèåì ñóùåñòâåííîãî ýêîíîìè÷å✲
ñêîãî ðîñòà â óñëîâèÿõ ñîêðàùåíèÿ îáúåìà ✏òðóäîåìêèõ✑ îòðàñëåé ïðè ðîñòå
✏êàïèòàëîåìêîãî✑ ñåêòîðà✳ Ýòî ñîñòîÿíèå ïîäòâåðæäàåòñÿ íåâûñîêîé ýôôåê✲
òèâíîñòüþ ãîñóäàðñòâåííûõ èíâåñòèöèé ✭íàöèîíàëüíûõ ïðîåêòîâ✮ ïðè íåäî✲
ñòàòî÷íîì äëÿ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà îáúåìå ðûíî÷íûõ èíâåñòèöèé✱ ñíèæåíè✲
åì èíòåíñèâíîñòè ïðîöåññà èìïîðòîçàìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ✱
âûñîêèìè òðàíçàêöèîííûìè èçäåðæêè âñëåäñòâèå íåðàçâèòîñòè èíôðàñòðóê✲
òóðû✱ îòñóòñòâèåì ➽äëèííûõ äåíåã➾ â ðîññèéñêîé ýêîíîìèêå è ïðîáëåìîé àê✲
êóìóëèðîâàíèÿ ñáåðåæåíèé íàñåëåíèÿ✳ Ïîïûòêè âûõîäà èç àíàëîãè÷íîãî ñî✲
ñòîÿíèÿ ñòàãíàöèè â ïîçäíåì ñîâåòñêîì ïåðèîäå ✭ïîëèòèêà ➽Óñêîðåíèÿ✑ ✶✾✽✻
ã✳✱ ✏Ïåðåñòðîéêè✑ è ✏Øîêîâîé òåðàïèè✑✮ ïðèâåëè ê ôèíàíñîâîé ðàçáàëàíñè✲
ðîâàííîñòè ýêîíîìèêè è ãèïåðèíôëÿöèè✳ Òàêèå íåãàòèâíûå ðåçóëüòàòû ãîâî✲
ðÿò î íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòü êîñâåííûå ïîñëåäñòâèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ñòðà✲
òåãèé✳ ➚äåêâàòíûì èíñòðóìåíòîì àíàëèçà ïîñëåäñòâèé êðóïíûõ ñîöèàëüíî✲
ýêîíîìè÷åñêèõ ðåøåíèé ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëèìûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè✳ ➶ ❬✶❪
ïðåäñòàâëåíû ìåòîäû è ðåçóëüòàòû àíàëèçà íà ÿçûêå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå✲
ëåé ýâîëþöèè ñîâåòñêèõ✱ à çàòåì ðîññèéñêèõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñòðóêòóð âî âòî✲
ðîé ÷åòâåðòè ❳❳â✳ ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé ôàêòè÷åñêè ñêëàäûâàâøèõñÿ ýêîíî✲
ìè÷åñêèõ îòíîøåíèé è èíñòèòóòîâ✳ ❒îäåëè ïîçâîëÿëè äàâàòü ñèñòåìíî ñîãëà✲
ñîâàííûå êà÷åñòâåííûå è êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè ñîñòîÿíèÿ ýêîíîìèêè✱ â òîì
÷èñëå òåõ ïîêàçàòåëåé✱ êîòîðûå íå íàáëþäàþòñÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñòàòèñòèêîé✳
Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìîäåëåé ñîñòàâèëè ✧ëåòîïèñü✧ýêîíîìè÷åñêîé èñòî✲
ðèè íàøåé ñòðàíû â ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ ❳❳ âåêà✳ Ïðèíöèïû ïîñòðîå✲
íèÿ âû÷èñëèìûõ ýêîíîìèêî✲ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îñíîâàíû íà ñèñòåìíîì
ïîäõîäå ê îïèñàíèþ ýêîíîìè÷åñêèõ ÿâëåíèé✱ ñóòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â âû✲
äåëåíèè âàæíûõ äëÿ öåëåé èññëåäîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ àãåíòîâ ñîñòàâëåíèè
äëÿ ýòèõ àãåíòîâ ïîëíîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ è ôèíàíñîâûõ áàëàíñîâ❀ ïî✲
ñòðîåíèè ìîäåëåé ïîâåäåíèÿ àãåíòîâ❀ çàìûêàíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîäåëè ñ
ïîìîùüþ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ àãåíòîâ íà âûäåëåííûõ â ìîäåëè ðûíêàõ✳

❒àòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè✱ ïðèãîäíûå äëÿ àíàëèçà ñòðàòåãèé âûõîäà ñîâðå✲
ìåííîé ðîññèéñêîé ýêîíîìèêè èç ñòàãíàöèè✱ äîëæíû ó÷èòûâàòü ñïåöèôèêó
ñëîæèâøèõñÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ðåøåíèé✳ ➘ëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ìîäèôèöèðî✲
âàòü òðàäèöèîííûå ïîäõîäû✱ ðåøèâ íåñêîëüêî êëþ÷åâûõ ïðîáëåì✳ ➶ äîêëà✲

✹✹
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äå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäõîäû✱ îñíîâàííûå íà ìåòîäàõ ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëè✲
ìûõ ýêîíîìèêî✲ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé✱ ê ðåøåíèþ ðÿäà êëþ÷åâûõ ïðî✲
áëåì ñîâðåìåííîé ðîññèéñêîé ýêîíîìèêè✳ ✶✳ Ïðèìåíåíèå ìîäèôèêàöèé ìîäå✲
ëè ✃àíòîðà✲❐èïìàíà äëÿ îöåíêè äîõîäíîñòè ïóëà èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ
â óñëîâèÿõ íåñîâåðøåííîãî ðûíêà êàïèòàëà✳ ✷✳ Ðàçðàáîòêà èíñòðóìåíòîâ äëÿ
îöåíêè ñòîèìîñòè ïðåäïðèÿòèé â îáðàáàòûâàþùåì ñåêòîðå íà îñíîâå ïîêà✲
çàòåëåé èõ äåÿòåëüíîñòè â óñëîâèÿõ ñëîæèâøåéñÿ ýêîíîìè÷åñêîé êîíúþíê✲
òóðû ❬✷❪✳ ➚êòóàëüíîñòü îáîñíîâàíà ïîòðåáíîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ è ðîñòà â
îáðàáàòûâàþùåì ñåêòîðå ýêîíîìèêè✱ ôóíêöèîíèðóþùåì â óñëîâèÿõ äåôè✲
öèòà îáîðîòíûõ ñðåäñòâ✱ çàäåðæåê â ðåàëèçàöèè ïðîäóêöèè✱ à òàêæå íèçêîé
äîñòóïíîñòè êðåäèòíûõ ðåñóðñîâ â óñëîâèÿõ çàíèæåíèÿ çàëîãîâîé ñòîèìîñòè
ïðåäïðèÿòèé è âûñîêèõ ïðîöåíòíûõ ñòàâîê✳ ✸✳ Ïðîáëåìà ìîäèôèêàöèè îá✲
ùåïðèíÿòûõ ìîäåëåé ïðîèçâîäñòâà è ìåòîäîâ îáðàáîòêè ñòàòèñòè÷åñêîé èí✲
ôîðìàöèè ñ ó÷åòîì âçàèìîçàìåíÿåìîñòè ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ✳ ❮îâûå
ìåòîäû ïðåäëàãàåòñÿ ðàçâèâàòü íà îñíîâå îáîáùåííîé ìîäåëè Õàóòåêêåðà✲
➱îõàíñåíà ñ ó÷åòîì çàìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ íà ìèêðîóðîâíå✳
✹✳ ➶ûñîêèå òðàíçàêöèîííûå èçäåðæêè✱ âêëþ÷àÿ êîððóïöèþ✱ ÿâëÿþòñÿ ïðè✲
÷èíîé✱ ñíèæàþùåé èíâåñòèöèîííóþ àêòèâíîñòü✳ ➚âòîðàìè ïðîàíàëèçèðîâàíî
âëèÿíèå íåðàçâèòîé èíôðàñòðóêòóðû íà òðàíçàêöèîííûå èçäåðæêè íà ïðè✲
ìåðå æåëåçíîäîðîæíûõ ïåðåâîçîê ❬✸❪✳ ✺✳ Ïðîáëåìà ðàçâèòèÿ ìîäåëåé ñáåðå✲
ãàòåëüíîãî ïîâåäåíèÿ è ïîòðåáèòåëüñêîãî êðåäèòà ðàìñååâñêîãî òèïà ñ öåëüþ
àíàëèçà ñòðàòåãèé àêêóìóëèðîâàíèÿ ñáåðåæåíèé íàñåëåíèÿ äëÿ ôèíàíñèðî✲
âàíèÿ èíâåñòèöèé â ðåàëüíîì ñåêòîðå ýêîíîìèêè✳ ✻✳ Ïðîáëåìà ðàçðàáîòêè
ïàíåëè ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé â óñëîâèÿõ ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèé â ýêî✲
íîìèêå â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòü âçà✲
èìîçàìåíÿåìîñòü òîâàðîâ â ðàìêàõ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ
ýêîíîìè÷åñêèõ èíäåêñîâ✳ ❮åïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä àíàëèçà ïîòðåáèòåëüñêî✲
ãî ñïðîñà ïîçâîëÿåò✱ íà îñíîâå ïðîâåðêè óñëîâèé ðàöèîíàëèçèðóåìîñòè òîð✲
ãîâîé ñòàòèñòèêè✱ èçó÷àòü ñòðàòèôèêàöèþ îáùåñòâà✳ Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè
ïîääåðæêå ÐÔÔ➮ ✶✼✲✵✼✲✵✵✺✵✼✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ Ïåòðîâ➚✳➚✳✱ Ïîñïåëîâ➮✳ ➹✳✱ Øàíàíèí➚ ✳➚✳ ❰ò ãîñïëàíà ê íåýôôåêòèâ✲
íîìó ðûíêó✿ ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ýâîëþöèè ðîññèéñêèõ ýêîíîìè÷å✲
ñêèõ ñòðóêòóð✳ ❚❤❡ ❊❞✇✐♥ ▼❡❧❧❡♥ Pr❡ss✱ ❯❑✱ ✶✾✾✾✳

✷✳ ❰áðîñîâà❮✳✃✳✱ Øàíàíèí➚✳➚✳ ❒îäåëü ïðîèçâîäñòâà â óñëîâèÿõ íåñòà✲
áèëüíîãî ñïðîñà ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ òîðãîâîé èíôðàñòðóêòóðû✳ Ýðãîäè÷✲
íîñòü è åå ïðèëîæåíèÿ ✴✴ ➷➶❒ è ❒Ô✱ ✷✵✶✺✳

✸✳ ➶àùåíêî❒✳Ï✳✱ Ïðîíèíß✳➪✳✱ Øàíàíèí➚✳➚✳ ❒àòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
ýêîíîìèêè æåëåçíîäîðîæíûõ ãðóçîïåðåâîçîê ✴✴ Òðóäû èíñòèòóòà ìà✲
òåìàòèêè è ìåõàíèêè Óð❰ Ð➚❮✱ ✷✵✶✹✱ ò✳✷✵✱ ➑✹✳

✹✺



Ñåêöèÿ Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

❰áðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ

äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ✃àïóòî

❰ðëîâñêèé ➘ìèòðèé ➹åðìàíîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ♦❞❣❅❜❦✳r✉

íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ÿäåðíûé óíèâåðñèòåò ❒➮Ô➮✱ ❒îñêâà✱
Ðîññèÿ

Ïóñòü â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H çàäàí ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð
A ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A)✱ 0 < α < 1✱ u0 ∈ H✳ Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
✃îøè {

Dαu(t) = Au(t) + f(t), 0 6 t 6 T,
u(0) = u0,

(1)

ãäå Dα ✕ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ✃àïóòî✿

(Dαu) (t) =
1

Γ(1− α)

t∫

0

u′(s)

(t− s)α
ds,

✭Γ(x) ✕ ãàììà✲ôóíêöèÿ Ýéëåðà✮✳
Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîðíîå èñ÷èñëåíèå ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ íåòðóä✲

íî äîêàçàòü✱ ÷òî ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ✭✶✮ ìîæíî çàïèñàòü â
ñëåäóþùåì âèäå

u(t) = Eα,1(t
αA)u0 +

t∫

0

(t− s)α−1Eα,α((t− s)αA)f(s)ds. (2)

ãäå

Eα,β(z) =
∞∑

n=0

zn

Γ(αn+ β)

äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ❒èòòàã✲❐åôôëåðà✳
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè u(t) ñî çíà÷åíèÿìè â H è ýëå✲

ìåíòà p ∈ H èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
{
Dαu(t) = Au(t) + ϕ(t)p, 0 6 t 6 T,
u(0) = u0, u(T ) = u1.

(3)

➶âåäåì ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè îáðàòíîé çàäà÷è ✭✸✮✳ Ïîä
íåé ìû áóäåì ïîíèìàòü ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ

F (z) =

T∫

0

(T − s)α−1Eα,α(z(T − s)α)ϕ(s)ds. (4)
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Ñåêöèÿ Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

Òåîðåìà ✶✳ Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî H ãèëüáåðòîâî✱ îïåðàòîð A ñàìîñî✲
ïðÿæåí è íåïîëîæèòåëåí✱ 0 < α < 1✱ ôóíêöèÿ ϕ(t) ∈ C1(0;T ] è îíà íå
òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ íà [0;T ]✱ ýëåìåíòû u0, u1 ∈ H✳ Ðåøåíèå çàäà÷è
✭✸✮ åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà òî÷å÷íûé ñïåêòð îïåðàòîðà
A íå ñîäåðæèò íóëåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ✭✹✮✳ Ðåøåíèå çàäà÷è ✭✸✮
ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà

0∫

−∞

|F (λ)|−2 d (Eλh, h) <∞,

ãäå Eλ ✕ ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû îïåðàòîðà A✱ à ýëåìåíò

h = u1 − Eα,1(T
αA)u0.

Òåîðåìà ✷✳ Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî H ãèëüáåðòîâî✱ îïåðàòîð A ñàìîñî✲
ïðÿæåí è íåïîëîæèòåëåí✱ 0 < α < 1✱ ôóíêöèÿ ϕ(t) ∈ C1[0;T ] ïðè÷åì ëèáî
âñþäó ϕ(t) > 0✱ ëèáî âñþäó ϕ(t) 6 0 è ϕ(T ) 6= 0✱ à ýëåìåíòû u0, u1 ∈ D(A)✳
Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è ✭✸✮ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî✳

Òåîðåìà ✸✳ Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî H ãèëüáåðòîâî✱ îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿ✲
æåí è íåïîëîæèòåëåí✱ 0 < α < 1✱ ýëåìåíòû u0, u1 ∈ D(A)✳ Òîãäà ðåøåíèå
çàäà÷è

Dαu(t) = Au(t) + p, t > 0,

u(0) = u0,

u(T ) = u1.

ñóùåñòâóåò✱ åäèíñòâåííî è äàåòñÿ ôîðìóëàìè

p =
1

T α
E−1
α,α+1(T

αA) (u1 − Eα,1(T
αA)u0) ,

u(t) = Eα,1(t
αA)u0 + tαEα,α+1(t

αA)p.
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❰ çàäà÷å ñ íàêëîííîé ïðîèçâîäíîé äëÿ óðàâíåíèÿ

ñìåøàííîãî òèïà ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì

Ïîëîñèí ➚ëåêñåé ➚íäðååâè÷

ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ äîöåíò
❊✲♠❛✐❧✿ ❛❧❡①❡✐✲♣♦❧♦s✐♥❅♠❛✐❧✳r✉

Ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

➘ëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåò✲
ðîì ðàññìîòðåíà êðàåâàÿ çàäà÷à ñ íàêëîííîé ïðîèçâîäíîé íà ïîëóîêðóæ✲
íîñòè è óñëîâèåì ➘èðèõëå íà îòðåçêàõ õàðàêòåðèñòèê✳ ➬àäà÷à ñâåäåíà ê
èíòåãðî✲äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ
ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè íà ïîëóîêðóæíîñòè✳ Ïîêàçàíî✱ ÷òî ýòî óðàâíåíèå îäíî✲
çíà÷íî ðàçðåøèìî✱ ïðè ýòîì ãëàâíàÿ ÷àñòü îáðàòíîãî îïåðàòîðà ìîæåò áûòü
íàéäåíà â ÿâíîì âèäå✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔ➮ ✶✼✲✵✶✲✵✵✽✹✼à è ✶✼✲✺✶✲
✶✽✵✹✷ ➪îëã❴à✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➮ëüèí➶✳➚✳✱ ❒îèñååâ➴✳➮✳ ❰á îòñóòñòâèè ñâîéñòâà áàçèñíîñòè ó ñèñòåìû
êîðíåâûõ ôóíêöèé çàäà÷è ñ íàêëîííîé ïðîèçâîäíîé ✴✴➘èôôåðåíöèàëü✲
íûå óðàâíåíèÿ✳ ✶✾✾✹✳ Ò✳ ✸✵✱ ◆♦ ✶✳ ❈✳ ✶✷✽ ✕ ✶✹✸✳

✷✳ Ïîëîñèí➚✳➚✳ ❰ ñìåøàííîé çàäà÷å ñ íàêëîííîé ïðîèçâîäíîé äëÿ óðàâ✲
íåíèÿ ➹åëüìãîëüöà â ïîëóêðóãå ✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✷✵✶✽✳
Ò✳ ✺✹✱ ◆♦ ✶✵✳ ❈✳ ✶✸✾✾ ✕ ✶✹✶✵✳

✸✳ ❑❛♣✉st✐♥◆✳✱ ▼♦✐s❡❡✈❊✳✱ P♦❧♦s✐♥❆✳✱ P♦♣✐✈❛♥♦✈◆✳ Pr♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ♦❜❧✐q✉❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♠✐①❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③
❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s❡♠✐❞✐s❦ ✴✴ ❆■P ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✳ ✷✵✹✽✱ ✵✹✵✵✷✶ ✭✷✵✶✽✮✳
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Ñåêöèÿ Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

➮òåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ

îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ïðèëåïêî ➚ëåêñåé ➮âàíîâè÷✶

✃îñòèí ➚íäðåé ➪îðèñîâè÷✷

✶✿ ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð✱ ìåõìàò ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✷✿ ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ äîöåíò✱ ❮➮ßÓ ❒➮Ô➮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❊✲♠❛✐❧✿ ♣r✐❧❡♣❦♦✳❛✐❅②❛♥❞❡①✳r✉✱ ❛❜❦♦st✐♥❅②❛♥❞❡①✳r✉

Ïóñòü Ω ⊂ R
n îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω ∈ C2✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ

îáðàòíàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïàðû ôóíêöèé {u(x, t); f(x)} èç óñëîâèé✿

ρ(x) ut −∆ u− c(x) u = h(x, t)f(x) + g(t, x), (x, t) ∈ Q := Ω× (0, T ), (1)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, u(x, t) = Ψ(x, t), (x, t) ∈ S := ∂Ω× [0, T ], (2)

l(u) := u(x, T ) = χ(x), x ∈ Ω. (3)

➶ñå îñòàëüíûå ôóíêöèè✱ âõîäÿùèå â ✭✶✮✕✭✸✮✱ ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè è äîñòà✲
òî÷íî ãëàäêèìè✱ à ∆ ✖ ýòî îïåðàòîð ❐àïëàñà✳ Ðåøåíèå èùåòñÿ â êëàññå
u ∈ W 2,1

2 (Q)✱ f ∈ L2(Ω)✳ ➶ êëàññàõ ➹➻ëüäåðà çàäà÷à èññëåäîâàëàñü â ðàáî✲
òàõ ❬✶ ✕ ✸❪✳ ❰áîáù➻ííûì ðåøåíèÿì â êëàññàõ Ñ✳❐✳ Ñîáîëåâà ïîñâÿùåíû ðàáî✲
òû ❬✹ ✕ ✼❪✱ ãäå óñòàíîâëåíî✱ ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ

c(x) 6 0, |l(h)(x)| > δ > 0 x ∈ Ω;
h(x, t)

l(h)(x)
> 0,

ht(x, t)

l(h)(x)
> 0, (x, t) ∈ Q (4)

îáîáù➻ííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî✳ ➮çâåñòíî✱
÷òî çàäà÷à ✭✶✮✕✭✸✮ ýêâèâàëåíòíà îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ðîäà ñ
âïîëíå íåïðåðûâíûì â L2(Ω) îïåðàòîðîì B✳ ➶ ðàáîòàõ ❬✺✱ ✼❪ óñòàíîâëåíî✱
÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ✭✹✮ ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà B ìåíüøå
åäèíèöû✳ Ýòî äà➻ò âîçìîæíîñòü îáîñíîâàòü ñõîäèìîñòü ìåòîäà èòåðàöèé ïî✲
ñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è✳ ❰áîçíà÷èì u0(x, t) ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà✲
÷è ✭✶✮✕✭✷✮ ñ f = 0✳ Ïàðà {u; f} ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ✭✶✮✕✭✸✮ òîëüêî òîãäà✱ êîãäà
ïàðà {u−u0; f} åñòü ðåøåíèå çàäà÷è âèäà ✭✶✮✕✭✸✮✱ â êîòîðîé g = u0 = Ψ = 0✱ à
âìåñòî ôóíêöèè χ(x) â óñëîâèè ✭✸✮ ñòîèò ôóíêöèÿ χ(x)−u0(x, T )✳ Ýòî ïîçâî✲
ëÿåò ñâåñòè èññëåäîâàíèå îáðàòíîé çàäà÷è ✭✶✮✕✭✸✮ ê ñëó÷àþ g = u0 = Ψ = 0 ñ

ôóíêöèåé χ ∈ W 2
2 (Ω)∩

◦
W 1

2(Ω)✳ ✃ðîìå òîãî✱ ïðè óñëîâèè |l(h)(x)| > δ > 0 â Ω✱
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü✱ ÷òî l(h)(x) ≡ 1 â Ω✳ ➶âåä➻ì îáîçíà✲
÷åíèå u(x, t; f) äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ✭✶✮✕✭✷✮✱ â êîòîðîé g = u0 = Ψ = 0✱
à ôóíêöèÿ f ∈ L2(Ω) èçâåñòíà✳

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ✭✹✮✱ à ôóíêöèÿ χ ∈ W 2
2 (Ω)∩

◦
W 1

2(Ω) ïðîèçâîëüíà✳
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk}∞k=0✱ ïîñòðîåííàÿ ïî ïðàâèëó

f0 = 0, fk+1 = −∆χ(x)− c(x)χ(x) + ρ(x) ut(x, T ; fk)
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ñõîäèòñÿ â L2(Ω) ê ôóíêöèè f(x)✳ Ïðè ýòîì ïàðà {u(x, t; f); f(x)} ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è ✭✶✮✕✭✸✮✱ â êîòîðîé g = u0 = Ψ = 0✳ ➚íàëîãè÷✲
íûå ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè ìåòîäà èòåðàöèé èìåþò ìåñòî äëÿ íåëèíåéíûõ
îáðàòíûõ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ c(x) è ρ(x) ïî óñëîâèþ ôè✲
íàëüíîãî íàáëþäåíèÿ✱ à òàêæå äëÿ çàäà÷ ñ óñëîâèåì íàáëþäåíèÿ îáùåãî âèäà

l(u) ≡
∫ T

0

u(x, t) dµ(t) = χ(x), x ∈ Ω,

ãäå ôóíêöèÿ µ ∈ BV ([0, T ]) ✭ñì✳ ❬✼ ✕ ✾❪✮✳
Ðàáîòà âòîðîãî àâòîðà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ïðîãðàììîé ïîâûøåíèÿ êîí✲

êóðåíòîñïîñîáíîñòè ❮➮ßÓ ❒➮Ô➮ ✭ïðîåêò ➑ ✵✷✳à✵✸✳✷✶✳✵✵✵✺ îò ✷✼✳✵✽✳✷✵✶✸✮✳
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➮ñàêîâ ➶✳❒✳ ❰á îäíîì êëàññå îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâ✲
íåíèé ✴✴ ➘îêëàäû ➚❮ ÑÑÑÐ✳ ✶✾✽✷✳ Ò✳ ✷✻✸✱ ➑ ✻✳ Ñ✳ ✶✷✾✻ ✕ ✶✷✾✾✳

✷✳ Ïðèëåïêî ➚✳➮✳✱ Ñîëîâü➻â ➶✳➶✳ Òåîðåìû ðàçðåøèìîñòè è ìåòîä Ðîòý â
îáðàòíûõ çàäà÷àõ äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ✴✴ ➘èôôåðåí✲
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✶✾✽✼✳ Ò✳ ✷✸✱ ➑ ✶✶✳ Ñ✳ ✶✾✼✶ ✕ ✶✾✽✵✳

✸✳ ■s❛❦♦✈ ❱✳▼✳ ■♥✈❡rs❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❛❧ ♦✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
✴✴ ❈♦♠♠✳ ♦♥ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳ ✶✾✾✶✳ ❱♦❧✳ ✹✹✳ P✳ ✶✽✺ ✕ ✷✵✾✳

✹✳ Ïðèëåïêî ➚✳➮✳✱ ✃îñòèí ➚✳➪✳ ❰ íåêîòîðûõ îáðàòíûõ çàäà÷àõ äëÿ ïà✲
ðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ôèíàëüíûì è èíòåãðàëüíûì íàáëþäåíèåì
✴✴ ❒àòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê✳ ✶✾✾✷✳ Ò✳ ✶✽✸✱ ➑ ✹✳ Ñ✳ ✹✾ ✕ ✻✽✳

✺✳ Ïðèëåïêî ➚✳➮✳✱ ✃îñòèí ➚✳➪✳ ❰öåíêà ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà îäíîãî îïå✲
ðàòîðà è ðàçðåøèìîñòü îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé
✴✴ ❒àòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè✳ ✶✾✾✸✳ Ò✳ ✺✸✱ ➑ ✶✳ Ñ✳ ✽✾ ✕ ✾✹✳

✻✳ Ïðèëåïêî ➚✳➮✳✱ ✃îñòèí ➚✳➪✳ ❰á îáðàòíûõ çàäà÷àõ îïðåäåëåíèÿ êîýô✲
ôèöèåíòà â ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè ■✱ ■■ ✴✴ Ñèáèðñêèé ìàòåì✳ æóð✲
íàë✳ ✶✾✾✷✳ Ò✳ ✸✸✱ ➑ ✸✳ Ñ✳ ✶✹✻✲✶✺✺❀ ✶✾✾✸✳ Ò✳ ✸✹✱ ➑ ✺✳ Ñ✳ ✶✹✼ ✕ ✶✻✷✳

✼✳ ✃îñòèí ➚✳➪✳ ❰áðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ èñòî÷íèêà â ïàðàáîëè÷å✲
ñêîì óðàâíåíèè ïî óñëîâèþ íåëîêàëüíîãî íàáëþäåíèÿ ✴✴ ❒àòåìàòè÷å✲
ñêèé ñáîðíèê✳ ✷✵✶✸✳ Ò✳ ✷✵✹✱ ➑ ✶✵✳ Ñ✳ ✸ ✕ ✹✻✳

✽✳ Ïðèëåïêî ➚✳➮✳✱ Òèõîíîâ ➮✳➶✳ ➶îññòàíîâëåíèå íåîäíîðîäíîãî ñëàãàå✲
ìîãî â àáñòðàêòíîì ýâîëþöèîííîì óðàâíåíèè ✴✴ ➮çâåñòèÿ Ð➚❮✳ Ñåð✳
ìàòåì✳ ✶✾✾✹✳ Ò✳ ✺✽✱ ➑ ✷✳ Ñ✳ ✶✻✼ ✕ ✶✽✽✳

✾✳ ✃îñòèí ➚✳➪✳ ❰áðàòíàÿ çàäà÷à ñ íåëîêàëüíûì íàáëþäåíèåì î íàõîæäå✲
íèè êîýôôèöèåíòà ïðè ut â ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè ✴✴ ➘èôôåðåí✲
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✷✵✶✻✳ Ò✳ ✺✷✱ ➑ ✷✳ Ñ✳ ✷✷✵ ✕ ✷✸✽✳
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Ôóíêöèè ➹ðèíà êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äðîáíîãî

äèôôóçèîííî✲âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ìíîãîìåðíûõ

îáëàñòÿõ

Ïñõó ➚ðñåí ➶ëàäèìèðîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ äîöåíò
❊✲♠❛✐❧✿ ♣s❦❤✉❅❧✐st✳r✉

➮íñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è àâòîìàòèçàöèè ✃➪❮Ö Ð➚❮✱
❮àëü÷èê✱ Ðîññèÿ

➶ äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé ➹ðèíà êðàåâûõ çà✲
äà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ

(
∂σ

∂yσ
−∆x

)
u(x, y) = f(x, y) (0 < σ < 2), (1)

ãäå ∂σ

∂yσ ✖ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà σ ❬✶❪❀ ∆x =
∑n

k=1
∂2

∂x2k
✖ îïåðàòîð

❐àïëàñà ïî ïåðåìåííîé x = (x1, x2, ..., xn)✳
➶ òåðìèíàõ ñïåöèàëüíîé ôóíêöèè Ðàéòà ❬✷❪ ïîñòðîåíû ôóíêöèè ➹ðèíà

ïåðâîé✱ âòîðîé è ñìåøàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✮ â öèëèíäðè✲
÷åñêîé îáëàñòè✱ â îñíîâàíèè êîòîðîé îãðàíè÷åííàÿ èëè íåîãðàíè÷åííàÿ ✭ïî
ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì✮ ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé✱ ïðîåêò ➑✶✽✲✺✶✲✹✺✵✵✺✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❮àõóøåâ➚✳❒✳ ➘ðîáíîå èñ÷èñëåíèå è åãî ïðèìåíåíèå✳ ❒✳✿ Ôèçìàòëèò✱
✷✵✵✸✳

✷✳ ❲r✐❣❤t❊✳▼✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ♣♦✇❡r s❡r✐❡s ❤❛✈✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✴✴ ❏✳ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✶✾✸✸✳ ❱✳ ✽✱ ➑✷✾✳ P✳ ✼✶ ✕ ✼✾✳
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❮åëîêàëüíûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ

Ïóëüêèíà ❐þäìèëà Ñòåïàíîâíà

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ❧♦✉✐s❡❅s❛♠❞✐❢❢✳r✉

❒àòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò èíñòèòóòà ➮❒Ý Ñàìàðñêîãî
óíèâåðñèòåòà✱ Ñàìàðà✱ Ðîññèÿ

Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé îòíîñèòåëüíî òîëñòî✲
ãî è êîðîòêîãî ñòåðæíÿ áàçèðóþòñÿ íà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè✱ ñîäåðæà✲
ùåé óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ äîìèíèðóþùåé ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé✳
Ýòîò ôàêò áûë îòìå÷åí åùå Ðýëååì✳ ➮ñïîëüçîâàíèå ýòîé ìîäåëè ïîçâîëÿåò
ïðîâîäèòü áîëåå òî÷íûé àíàëèç ïðîöåññà✱ òàê êàê ïðèñóòñòâèå â óðàâíåíèè
ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà îòðàæàåò ýôôåêòû äåôîðìàöèè
ñòåðæíÿ â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè✳ ➶ ñëó÷àå êîëåáàíèé òîíêîãî äëèííîãî
ñòåðæíÿ óñëîâèÿ✱ çàäàííûå â òî÷êàõ ãðàíèöû îáëàñòè✱ â êîòîðîé èùåòñÿ ðå✲
øåíèå✱ äîñòàòî÷íû äëÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ïðîöåññà êîëåáàíèé✳ ❰äíàêî✱
åñëè ðå÷ü èäåò î êîëåáàíèÿõ òîëñòîãî êîðîòêîãî ñòåðæíÿ✱ òî ñëåäóåò ïðåäïî✲
ëîæèòü✱ ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ✱ çàäàííûå íà ðàçíûõ ó÷àñòêàõ ãðàíèöû✱ ìîãóò
îêàçàòüñÿ ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé íåêîòîðûì ñîîòíîøåíèåì✳ ➶ òàêîì ñëó✲
÷àå ãîâîðÿò✱ ÷òî óñëîâèÿ íåëîêàëüíû✳ ✃ íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíû
íåêîòîðûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè íåëîêàëüíûõ çàäà÷ ❬✶❪✳ ➶ òî
æå âðåìÿ ãèïîòåçà î ðàçóìíîñòè íåëîêàëüíîãî ïîäõîäà ê ìàòåìàòè÷åñêîìó
ìîäåëèðîâàíèþ ìíîãèõ ÿâëåíèé ñîâðåìåííîãî åñòåñòâîçíàíèÿ✱ â òîì ÷èñëå
êîëåáàíèé òâåðäûõ òåë✱ âûäâèíóòà è ñî ñòîðîíû èíæåíåðîâ ❬✷❪✳

➶ äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ óðàâ✲
íåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà✳

❰áîçíà÷èì QT = (0, l)× (0, T )✳
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

σ(x)utt − (a(x)ux)x − (b(x)uttx)x = f(x, t) (1)

è ïîñòàâèì äëÿ íåãî ñëåäóþùóþ çàäà÷ó✿
íàéòè â öèëèíäðåQT ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✶✮✱ óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì

äàííûì
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 (2)

è íåëîêàëüíûì óñëîâèÿì

a(0)ux(0, t) + b(0)uxtt(0, t) =

α11u(0, t) + α12u(l, t) + β11ut(0, t) + β12ut(l, t) +M1utt(0, t), (3)

a(l)ux(l, t) + b(l)uxtt(l, t) =

✺✷
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α21u(0, t) + α22u(l, t) + β21ut(0, t) + β22ut(l, t)−M2utt(l, t). (4)

✃îýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ èìåþò âïîëíå îïðåäåëåííûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë✱ â
ñèëó êîòîðîãî σ(x), a(x), b(x) ïîëîæèòåëüíû äëÿ âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà✳

Óäàëîñü íàéòè óñëîâèÿ íà âõîäíûå äàííûå✱ îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâà✲
íèå åäèíñòâåííîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è✱ êîòîðîå îïðå✲
äåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì✿

íàçîâåì ôóíêöèþ u(x, t) îáîáùåííûì ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è✱ åñëè
îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ u(x, 0) = 0 è äëÿ ëþáîé v ∈ W 1

2 (QT ), v(x, T ) = 0
✲ òîæäåñòâó

T∫

0

l∫

0

(−σ(x)utvt + a(x)uxvx − b(x)uxtvxt) dxdt

+

T∫

0

v(0, t)[α11u(0, t) + α12u(l, t) + β11ut(0, t) + β12ut(l, t)]dt

−
T∫

0

v(l, t)[α21u(0, t) + α22u(l, t) + β21ut(0, t) + β22ut(l, t)]dt

+M1

T∫

0

ut(0, t)vt(0, t)dt−M2

T∫

0

ut(l, t)vt(l, t)dt =

T∫

0

l∫

0

fvdxdt.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ P✉❧❦✐♥❛ ▲✳ ❙✳✱ ❇❡②❧✐♥ ❆✳❇✳✱ ◆♦♥❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
✈✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s❤♦rt ❜❛r✴✴ ❊❏❉❊✱ ❱♦❧✳ ✷✵✶✾ ✭✷✵✶✾✮✱ ◆♦✳ ✷✾✱ ♣♣✳ ✶✲✾✳

✷✳ ❇❛ž❛♥t ❩✳✱ ❏✐rás❡❦▼✳✱ ◆♦♥❧♦❝❛❧ ■♥t❡❣r❛❧ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ P❧❛st✐❝✐t② ❆♥❞
❉❛♠❛❣❡✿ ❙✉r✈❡② ♦❢ Pr♦❣r❡ss ✴✴ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❈✐✈✐❧ ❊♥❣✐♥❡❡rs✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✷✵✵✷✱ ♣♣✳ ✶✶✶✾✲✶✶✹✾✳

✺✸
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Ïàðàáîëè÷åñêèå ôóíêöèîíàëüíî✲äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâåííûõ

àðãóìåíòîâ è çàïàçäûâàíèåì

Ðàçãóëèí ➚ëåêñàíäð ➶èòàëüåâè÷✱ Ðîìàíåíêî Òàòüÿíà ➴âãåíüåâíà✱

➪óäçèíñêèé Ñòàíèñëàâ Ñåðãååâè÷

ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ ïðîôåññîð❀ ê✳ô✳✲ì✳í✳✱ àññèñòåíò❀ ìàòåìàòèê ✷ êàòåãîðèè
❊✲♠❛✐❧✿ r❛③❣✉❧✐♥❅❝s✳♠s✉✳r✉✱ r♦♠❛♥❡♥❦♦❅❝s✳♠s✉✳r✉✱❜✉❞③♦♥❅②❛♥❞❡①✳r✉

Ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

Ïàðàáîëè÷åñêèå ôóíêöèîíàëüíî✲äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ✭Ô➘Ó✮ ñ
ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâåííûõ àðãóìåíòîâ è çàïàçäûâàíèåì ïî âðåìåíè
âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåëèíåéíûõ îïòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ îáðàòíîé ñâÿ✲
çüþ✳ Õàðàêòåð ïðîñòðàíñòâåííî✲âðåìåííîé äèíàìèêè òàêèõ Ô➘Ó âî ìíîãîì
îïðåäåëÿåòñÿ ìåõàíèçìîì îáðàòíîé ñâÿçè✱ îñóùåñòâëÿþùåé âçàèìîäåéñòâèå
êàê ëîêàëüíûõ ✭äèôôóçèÿ✱ äèôðàêöèÿ✱ èíòåðôåðåíöèÿ✱ íåëèíåéíîñòü✮✱ òàê
è íåëîêàëüíûõ ýôôåêòîâ ✭çàïàçäûâàíèå ïî âðåìåíè è ïðåîáðàçîâàíèå ïðî✲
ñòðàíñòâåííûõ àðãóìåíòîâ✮✳ ➶ ñëó÷àå êðóãîâîé ñèììåòðèè Ô➘Ó òèïè÷íûìè
ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ âðàùàþùèåñÿ è ñòîÿ÷èå âîëíû✱ íàáëþäàâøèåñÿ â ôè✲
çè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå è ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè✳

➶ äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ ðàçðàáàòûâàåìûé àâòîðàìè ✭❬✶❪✲❬✻❪✮ ÷èñëåííî✲
àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ê ïðåäñêàçàíèþ✱ îïèñàíèþ è èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâî✲
ñòè òàêèõ âîëí✳ ❰í îñíîâàí íà ðåäóêöèè çàäà÷è ê íå ñîäåðæàùåìó ïåðåìåí✲
íóþ âðåìåíè Ô➘Ó✱ ïðèìåíåíèè òåîðèè áèôóðêàöèè ➚íäðîíîâà✲Õîïôà äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó✱ èññëåäî✲
âàíèè óñòîé÷èâîñòè è îñîáåííîñòåé âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí íà îñíîâå ïîñòðîå✲
íèÿ íîðìàëüíîé ôîðìû Ôàðèà✳ Ýôôåêòèâíîñòü ýòîãî ïîäõîäà çàâèñèò îò âû✲
áîðà ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè✱ ãäå ñòàâèòñÿ çàäà÷à✳ ❮àèáîëåå çàêîí÷åííûé
ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â ñëó÷àå îêðóæíîñòè✱ ìîäåëèðóþùåé áåñêîíå÷íî òîíêîå
êîëüöî✱ êîãäà óñëîâèÿ âîçáóæäåíèÿ âîëí✱ èõ ôîðìó✱ íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ
è óñòîé÷èâîñòü óäàåòñÿ âûðàçèòü ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Ô➘Ó è ïàðàìåòðû
íåëîêàëüíûõ ïðîñòðàíñòâåííî✲âðåìåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé áåç èñïîëüçîâàíèÿ
÷èñëåííûõ àïïðîêñèìàöèé✳

➶ ñëó÷àå êîëüöà è êðóãà ïîñòðîåíèå íîðìàëüíîé ôîðìû ñâÿçàíî ñ ðåøåíè✲
åì ðÿäà êðàåâûõ çàäà÷ ñ çàâèñÿùèìè îò ðàäèàëüíîé ïåðåìåííîé êîýôôèöè✲
åíòàìè è îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì ÷èñëåííûõ àïïðîêñèìàöèé✳ ➶ ýòîé
ñâÿçè îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé òîíêîãî êîëüöà✱ êîãäà íà îñíîâå
òåîðèè Õåéëà✲Ðóãåëü è ñïåöèàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ àñèìïòîòèê
îïåðàòîðà ❐àïëàñà ïðîâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå òàê íàçûâàåìîãî ïðåäåëüíîãî ✭ïðè
ñòðåìëåíèè òîëùèíû êîëüöà ê íóëþ✮ Ô➘Ó íà îêðóæíîñòè✳ ✃ ïîëó÷åííîìó
ïðåäåëüíîìó Ô➘Ó çàòåì ïðèìåíÿåòñÿ óêàçàííûé âûøå ìåòîä✱ îïèñûâàþùèé
â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå óñëîâèÿ âîçáóæäåíèÿ è ñïåöèôèêó âçàèìîäåéñòâèÿ
îäíîìåðíûõ âîëí✳ Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ Ô➘Ó
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â òîíêîì êîëüöå ñ àíàëèòè÷åñêèìè ïðåäñêàçàíèÿìè íà îñíîâå ïðåäåëüíîãî
Ô➘Ó ïîêàçàëè èõ õîðîøåå êà÷åñòâåííîå è êîëè÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå äëÿ
çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé✲âðåìåííîé äèíàìèêè íåëèíåéíûõ îï✲
òè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåëîêàëüíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ✳

Ðîìàíåíêî Ò✳➴✳ è ➪óäçèíñêèé Ñ✳Ñ✳ âûïîëíèëè äàííóþ ðàáîòó ïðè ïîä✲
äåðæêå ÐÔÔ➮✱ ïðîåêò ➑✶✽✲✸✶✲✵✵✷✸✻ ìîë❴à✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ Ðàçãóëèí➚✳➶✳✱ ÐîìàíåíêîÒ✳➴✳ ➶ðàùàþùèåñÿ âîëíû â ïàðàáîëè÷åñêîì
ôóíêöèîíàëüíî✲äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè ñ ïîâîðîòîì ïðîñòðàí✲
ñòâåííîãî àðãóìåíòà è çàïàçäûâàíèåì ✴✴ ➷➶❒è❒Ô✳ ✷✵✶✸✳ Ò✳ ✺✸✱ ➑✶✶✳
Ñ✳ ✹✷✕✻✵✳

✷✳ ÐîìàíåíêîÒ✳➴✳ ➘âóìåðíûå âðàùàþùèåñÿ âîëíû â ôóíêöèîíàëüíî✲
äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè äèôôóçèè ñ ïîâîðîòîì ïðîñòðàíñòâåí✲
íûõ àðãóìåíòîâ è çàïàçäûâàíèåì ✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳
✷✵✶✹✳ Ò✳ ✺✵✱ ➑✷✳ Ñ✳ ✷✻✵✕✷✻✸✳

✸✳ ❇✉❞③✐♥s❦✐② ❙✳ ❙✳✱ ❘❛③❣✉❧✐♥❆✳❱✳ ❘♦t❛t✐♥❣ ❛♥❞ st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡s ✐♥ ❛ ❞✐✛r❛❝t✐✈❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❞❡❧❛②❡❞ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✉♥❞❡r ❖✭✷✮ ❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥
✴✴ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ✷✵✶✼✳
❱♦❧✳ ✹✾✳ P✳ ✶✼✕✷✾✳

✹✳ ❇✉❞③✐♥s❦✐② ❙✳✱ ❘❛③❣✉❧✐♥❆✳ ◆♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❖✭✷✮ ❍♦♣❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧
♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❧❛② ✴✴ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✳ ✷✵✶✼✳ ➑✺✵✳ P✳ ✶✕✶✷✳

✺✳ ❇✉❞③✐♥s❦✐② ❙✳✱ ❘♦♠❛♥❡♥❦♦❚✳ ❘♦t❛t✐♥❣ ✇❛✈❡s ✐♥ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❞❡❧❛②❡❞
❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✴✴ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s✿ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
❙❡r✐❡s✳ ✷✵✶✽✳ ❱♦❧✳ ✶✶✹✶✳ P✳ ✵✶✷✶✵✻✳

✻✳ ❇✉❞③✐♥s❦✐② ❙✳ ❙✳✱ ▲❛r✐❝❤❡✈❆✳❱✳✱ ❘❛③❣✉❧✐♥❆✳❱✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② t♦
♠♦❞❡❧ ✷❉ r♦t❛t✐♥❣ ❛♥❞ st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡s ✐♥ ❛ ❞❡❧❛②❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠
✇✐t❤ t❤✐♥ ❛♥♥✉❧✉s ❛♣❡rt✉r❡ ✴✴ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❆♥❛❧②s✐s✿ ❘❡❛❧ ❲♦r❧❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
✷✵✶✽✳ ❱♦❧✳ ✹✹✳ P✳ ✺✺✾✕✺✼✷✳
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➮ññëåäîâàíèå âîëüòåððîâûõ èíòåãðî✲äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ ñèíãóëÿðíûìè ÿäðàìè

Ðàóòèàí ❮àäåæäà ➚ëåêñàíäðîâíà

ê✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ äîöåíò
❊✲♠❛✐❧✿ ♥r❛✉t✐❛♥❅♠❛✐❧✳r✉

❒åõàíèêî✲ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱
❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäå✲
íèÿ ðåøåíèé èíòåãðî✲äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà îñíîâå ñïåêòðàëüíîãî
àíàëèçà èõ ñèìâîëîâ✳ ➶ ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà

d2u(t)

dt2
+ A2u(t)−

∫ t

0

K(t− s)A2u(s)ds = f(t), t ∈ R+,

ãäå A ✕ ñàìîñîïðÿæ➻ííûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð✱ äåéñòâóþùèé â ñåïà✲
ðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H✱ èìåþùèé êîìïàêòíûé îáðàòíûé✳
Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ K(t) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

K(t) =

∫ ∞

0

e−tτdµ(τ),

ãäå dµ ✲ ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà✱ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ íåïðå✲
ðûâíàÿ ñïðàâà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ µ✳ ➮íòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå
Ñòèëüòüåñà✳ Ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ ñèëüíûõ ðåøåíèé óêàçàííûõ óðàâíå✲
íèé â âèäå ñóììû ñëàãàåìûõ✱ îòâå÷àþùèõ âåùåñòâåííîé è íåâåùåñòâåííîé
÷àñòÿì ñïåêòðà îïåðàòîð✲ôóíêöèé✱ ÿâëÿþùèõñÿ ñèìâîëàìè ýòèõ óðàâíåíèé
✭ñì✳ ❬✶❪✱ ❬✷❪✮✳ Óêàçàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íîâûìè äëÿ äàííîãî êëàññà
èíòåãðî✲äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❘❛✉t✐❛♥◆✳❆✳✱ ❱❧❛s♦✈❱✳❱✳ ❲❡❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❱♦❧t❡rr❛
✐♥t❡❣r♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s✐♥❣✉❧❛r ❦❡r♥❡❧s ✴✴ ❉♦❦❧❛❞② ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳
✷✵✶✽✳ ❱✳ ✾✽✱ ➑✷✳ Ñ✳ ✺✵✷ ✕ ✺✵✺✳

✷✳ ❘❛✉t✐❛♥◆✳❆✳✱ ❱❧❛s♦✈❱✳❱✳ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡❣r♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ ❤❡❛t ❛♥❞ ♠❛ss tr❛♥s❢❡r t❤❡♦r② ✴✴ ❚r❛♥s✳ ▼♦s❝♦✇ ▼❛t❤✳
❙♦❝✳✳ ✷✵✶✹✳ ❱✳ ✼✺✱ P✳ ✶✽✺ ✕ ✷✵✹✳
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➬àäà÷à ➘èðèõëå äëÿ äâóìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

Ñàáèòîâ ✃àìèëü ➪àñèðîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ s❛❜✐t♦✈❴❢♠❢❅♠❛✐❧✳r✉

Ñòåðëèòàìàêñêèé ôèëèàë ➪àø➹Ó✱ Ñòåðëèòàìàêñêèé ôèëèàë ➮Ñ➮ Ð➪✱
Ñòåðëèòàìàê✱ Ðîññèÿ

Ðàññìîòðèì âîëíîâîå óðàâíåíèå

Lu ≡ utt − a2(uxx + uyy) + bu = 0 (1)

â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå

Q = {(x, y, t)| (x, y) ∈ D, 0 < t < T},

çäåñü
D = {(x, y)| 0 < x < p, 0 < y < q},

a✱ p✱ q è T ✕ çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà✱ è b ✕ ëþáîå
çàäàííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî✱ è ïîñòàâèì ïåðâóþ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó✳

➬àäà÷à ➘èðèõëå✳ ❮àéòè ôóíêöèþ u(x, y, t)✱ óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäó✲
þùèì óñëîâèÿì✿

u(x, y, t) ∈ C1(Q) ∩ C2(Q); (2)

Lu(x, y, t) ≡ 0, (x, y, t) ∈ Q; (3)

u(x, y, t)
∣∣
x=0

= u(x, y, t)
∣∣
x=p

= u(x, y, t)
∣∣
y=0

= u(x, y, t)
∣∣
y=q

= 0; (4)

u(x, y, t)
∣∣
t=0

= τ(x, y), u(x, y, t)
∣∣
t=T

= ψ(x, y), (x, y) ∈ D, (5)

ãäå τ(x, y) è ψ(x, y) ✕ çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè✱ óäîâëåòâîðÿ✲
þùèå óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (4)✳

✃àê èçâåñòíî çàäà÷à ➘èðèõëå äëÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ïî✲
ñòàâëåíà íåêîððåêòíî✳ ✃ ýòîìó âîïðîñó ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò ✭ñì✳ ❬✶❪
è ïðèâåäåííóþ òàì áèáëèîãðàôèþ✮✳ Ñîáîëåâ Ñ✳❐✳ ❬✷❪ ïîêàçàë✱ ÷òî èññëåäî✲
âàíèå âîïðîñîâ íåóñòîé÷èâûõ êîëåáàíèé ✭ðåçîíàíñîâ êîëåáàíèé â æèäêîñòè
âíóòðè òîíêîñòåííûõ áàêîâ ðàêåò ñ ñîáñòâåííûìè êîëåáàíèÿìè✮ òåñíî ñâÿçà✲
íî ñ çàäà÷åé ➘èðèõëå äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ✳ ➶ áîëåå ïîïóëÿðíîé ôîðìå
ýòà ñâÿçü ïîêàçàíà â ðàáîòå ➚ðíîëüäà ➶✳➮✳ ❬✸✱ ñ✳ ✶✸✷❪✳ ➴ñëè çàäà÷à ➘èðèõ✲
ëå äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè èçó÷åíà
äîñòàòî÷íî ïîëíî ❬✶❪✱ ❬✹✱ ñ✳ ✶✶✷✕✶✶✽❪✱ òî ýòà çàäà÷à äëÿ ìíîãîìåðíîãî âîëíî✲
âîãî óðàâíåíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå èññëåäîâàíà✳ Òîëüêî ðàáîòû ➘åí÷åâà Ð✳ ❬✺✱ ✻❪
ïîñâÿùåíû çàäà÷å ➘èðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✮ ïðè b = 0✱ a = 1 ñ íåíóëåâîé
ïðàâîé ÷àñòüþ è îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â îáëàñòè Ω✱ êîãäà Ω

✺✼
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✕ ýëëèïñîèä✱ öèëèíäð ñ îáðàçóþùèìè✱ ïàðàëëåëüíûìè îñè t✱ è ïàðàëëåëå✲
ïèïåä✱ ãäå óñòàíîâëåíû êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ
çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà W 1

2 (Ω) ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà ïðà✲
âóþ ÷àñòü✱ ñâÿçàííûõ ñõîäèìîñòüþ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ✳ Ïðè ýòîì âîçíèêàþùèå
ìàëûå çíàìåíàòåëè íå èçó÷åíû✳

➶ äàííîé ðàáîòå â êëàññå ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ✭✶✮✱ ò✳å✳ óäîâëå✲
òâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ✭✷✮ è ✭✸✮✱ óñòàíîâëåí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è ✭✷✮ ✕ ✭✺✮ è ñàìî ðåøåíèå ïîñòðîåíî â ÿâíîì âèäå êàê ñóììà ðÿäà Ôó✲
ðüå✳ Ïðè îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè ðÿäà âîçíèêàåò ïðîáëåìà ìàëûõ çíàìåíà✲
òåëåé îò äâóõ ïåðåìåííûõ áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðû✱ ÷åì â ðàíåå èçâåñòíûõ
ðàáîòàõ ❬✶✱ ✼✱ ✽❪✳ ➶ ñâÿçè ñ ÷åì óñòàíîâëåíû îöåíêè îá îòäåëåííîñòè îò íóëÿ
ìàëûõ çíàìåíàòåëåé✱ íà îñíîâàíèè êîòîðûõ äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ðÿäà â êëàñ✲
ñå ôóíêöèé C2(Q) ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé τ(x, y) è
ψ(x, y)✱ à òàêæå ïîëó÷åíû îöåíêè îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ïî îòíîøåíèþ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ Ñàáèòîâ✃✳➪✳ ➬àäà÷à ➘èðèõëå äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
✴✴ ❒àòåì✳ çàìåòêè✳ ✷✵✶✺✳ Ò✳ ✾✼✱ ➑✷✳ Ñ✳ ✷✻✷ ✕ ✷✼✻✳

✷✳ ÑîáîëåâÑ✳❐✳ Ïðèìåð êîððåêòíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ êîëå✲
áàíèÿ ñòðóíû ñ äàííûìè íà âñåé ãðàíèöå ✴✴ ➘➚❮ ÑÑÑÐ✳ ✶✾✺✻✳ Ò✳ ✶✵✾✱
➑✹✳ Ñ✳ ✼✵✼ ✕ ✼✵✾✳

✸✳ ➚ðíîëüä➶✳➮✳ ❒àòåìàòè÷åñêîå ïîíèìàíèå ïðèðîäû✳ ❒✳✿ ➮çä✲âî ❒Ö❮✲
❒❰✱ ✷✵✶✵✳

✹✳ Ñàáèòîâ✃✳➪✳ Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè✳ ❒✳✿ Ôèçìàòëèò✱ ✷✵✶✸✳

✺✳ ➘åí÷åâÐ✳ ❰ ñïåêòðå îäíîãî îïåðàòîðà ✴✴ ➘îêë✳ ➚❮ ÑÑÑÐ✳ ✶✾✺✾✳ Ò✳ ✶✷✻✱
➑✷✳ Ñ✳ ✷✺✾ ✕ ✷✻✷✳

✻✳ ➘åí÷åâÐ✳ ❰ çàäà÷å ➘èðèõëå äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ✴✴ ➘îêë✳ ➚❮
ÑÑÑÐ✳ ✶✾✺✾✳ Ò✳ ✶✷✼✱ ➑✸✳ Ñ✳ ✺✵✶ ✕ ✺✵✹✳

✼✳ ÑàáèòîâàÞ✳✃✳ ➬àäà÷à ➘èðèõëå äëÿ òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ â ïðÿìî✲
óãîëüíîé îáëàñòè ✴✴ ➮çâ✳ âóçîâ✳ ❒àòåì✳ ✷✵✶✼✳ ➑✶✷✳ Ñ✳ ✹✻ ✕ ✺✻✳

✽✳ ÑàáèòîâàÞ✳✃✳ ➬àäà÷à ➘èðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà
ñî ñòåïåííûì âûðîæäåíèåì â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ✴✴ ➘èôôåðåíöè✲
àëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✷✵✶✽✳ Ò✳ ✺✹✱ ➑✷✳ Ñ✳ ✷✷✽ ✕ ✷✸✼✳

✺✽



Ñåêöèÿ Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

❰ïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû✱

ïîðîæäåííîé îäíîìåðíûì îïåðàòîðîì ➘èðàêà

Ñàâ÷óê ➚ðòåì ❒àðêîâè÷✶

Ñàäîâíè÷àÿ ➮ííà ➶èêòîðîâíà✷

✶✿ ê✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ äîöåíò✱ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✷✿ ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð✱ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❊✲♠❛✐❧✿ ❛rt❡♠❴s❛✈❝❤✉❦❅♠❛✐❧✳r✉✱ ✐✈s❛❞❅②❛♥❞❡①✳r✉

❮à îòðåçêå [0, π] ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå

ℓ(y) = By′ + P (x)y, ãäå B =

(
−i 0
0 i

)
, P (x) =

(
p1(x) p2(x)
p3(x) p4(x)

)
. (1)

Ôóíêöèè pj(·) ïðåäïîëàãàþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè è ñóììèðóåìûìè✳ ➘îáà✲
âèì ê ýòîìó âûðàæåíèþ êðàåâûå óñëîâèÿ âèäà

(
u11 u12
u21 u22

)(
y1(0)
y2(0)

)
+

(
u13 u14
u23 u24

)(
y1(π)
y2(π)

)
= 0. (2)

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî îïðåäåëèòåëü J14✱ ñîñòàâëåííûé èç ïåðâîãî è
÷åòâåðòîãî ñòîëáöà ìàòðèöû U ✱ è îïðåäåëèòåëü J23✱ ñîñòàâëåííûé èç âòîðî✲
ãî è òðåòüåãî ñòîëáöîâ✱ îòëè÷íû îò íóëÿ✳ ➘èôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå ✭✶✮
âìåñòå ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ✭✷✮ ïîðîæäàþò â ïðîñòðàíñòâå H = (L2[0, π])

2

îïåðàòîð L ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(L) = {y ∈ W 1
1 [0, π]|U(y) = 0, ℓ(y) ∈ H}

✖ ðåãóëÿðíûé îäíîìåðíûé îïåðàòîð ➘èðàêà✳ Ýòîò îïåðàòîð èìååò íåïóñòîå
ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî✱ êîìïàêòíóþ ðåçîëüâåíòó è äèñêðåòíûé ñïåêòð✱
ðàñïîëîæåííûé â íåêîòîðîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñå |Imλ| < α✳

Òåîðåìà ✶✳ Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé îïåðàòî✲
ðà L îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà ✭ñî ñêîáêàìè✱ åñëè (J12 + J34)

2 + 4J14J23 = 0✮ â
ïðîñòðàíñòâå H✳

Òåîðåìà ✷✳❐þáîé ðåãóëÿðíûé îïåðàòîð L ïîðîæäàåò â ïðîñòðàíñòâå H
ñèëüíî íåïðåðûâíóþ ãðóïïó V (t) = exp(itL)✱ t ∈ R✳ ❰ïåðàòîðíîå ñåìåéñòâî
V (t) äîïóñêàåò îöåíêó ‖V (t)‖H ≤ Ceα|t|✳ ❰ïåðàòîðû V (t) ÿâëÿþòñÿ îãðàíè✲

÷åííûìè â ëþáîì ñîáîëåâñêîì ïðîñòðàíñòâå Hθ =
(
W θ

2

)2
ïðè θ ∈ [0, 1/2) ñ

òîé æå îöåíêîé íà íîðìó✳ Ïóñòü ïîòåííöèàë P (x) ∈ Lp äëÿ íåêîòîðîãî
p > 1✱ à ôóíêöèè p1 è p4 ðàâíû íóëþ✳ Òîãäà ãðóïïû V1 è V2✱ ïîñòðîåííûå ïî
ëþáûì äâóì òàêèì îïåðàòîðàì ñ îäèíàêîâûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè✱ áëèçêè
â òîì ñìûñëå✱ ÷òî ðàçíîñòü V2(t) − V1(t) åñòü îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð èç
(L1[0, π])

2 â (C[0, π])2✳

✺✾
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❰á îäíîì ñâîéñòâå ðåãóëÿðíîãî ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà â

öèëèíäðå

Ñêóáà÷åâñêèé ➚ëåêñàíäð ❐åîíèäîâè÷✶

❐èéêî ➶èêòîðèÿ ➶ëàäèìèðîâíà✷

✶✿ ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð✱ ❒àòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÐÓ➘❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✷✿ àñïèðàíò✱ ❒àòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÐÓ➘❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❊✲♠❛✐❧✿ s❦✉❜❅❧❡❝t♦r✳r✉✱ ✈✐❦❛❧✐❥❦♦❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

➶ ðàáîòàõ ❬✶✱ ✷❪ áûëî äîêàçàíî✱ ÷òî ðåãóëÿðíûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð ñ ïî✲
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè íåïðåðûâíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò
çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ôèíèòíûõ✱ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ñ
êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà íà ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíê✲
öèé ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè✳

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëèë ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî✲ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ê èññëå✲
äîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëî✲
âèÿìè ❬✶❪✳

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíûé îïåðàòîð R : L2(R
n) → L2(R

n)✱ îïðåäåëÿåìûé
ôîðìóëîé

(Ru)(x) =
k∑

i=−k
ai(x)u(x1 + i, x2, . . . , xn), (1)

ãäå ai ∈ C∞(Rn) ✲ êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè✳
Ïóñòü Q ⊂ R

n ✲ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Q ∈ C∞ èëè Q =
(0, d) × G✱ ãäå G ⊂ R

n−1 ✲ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂G ∈ C∞✱ åñëè
n ≥ 3✱ è G = (a, b)✱ åñëè n = 2✳

➶âåäåì îïåðàòîð RQ : L2(Q) → L2(Q) ïî ôîðìóëå

RQ = PQRIQ, (2)

ãäå IQ : L2(Q) → L2(R
n) ✕ îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèé èç L2(Q) íóëåì â

R
n \Q✱ PQ : L2(R

n) → L2(Q) ✕ îïåðàòîð ñóæåíèÿ ôóíêöèé èç L2(R
n) íà Q✳

Ïðè ëþáîì θ ≤ 1 ââåäåì ìàòðèöûR1(x) (x ∈ R×G) ïîðÿäêà (k+1)×(k+1)
ñ ýëåìåíòàìè

r1ij(x) = aj−i(x1 + i− 1, x′) (i, j = 1, . . . , k + 1) (3)

è R2(x) (x ∈ R×G) ïîðÿäêà k × k ñ ýëåìåíòàìè

r2ij(x) = aj−i(x1 + i− 1, x′) (i, j = 1, . . . , k), (4)

ãäå x = (x1, x
′)✱ x1 ∈ R✱ x′ ∈ G✳

✻✵
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❰ïðåäåëåíèå ✶✳ Ðàçíîñòíûé îïåðàòîð RQ : L2(Q) → L2(Q) íàçûâàåòñÿ
ðåãóëÿðíûì✱ åñëè detRs(x) 6= 0 (x ∈ Qs1❀ s = 1, 2) â ñëó÷àå 0 < θ < 1✱ è åñëè
detR1(x) 6= 0 (x ∈ Q11)✱ detR2(1, x

′) 6= 0 è detR2(θ, x
′) 6= 0 (x′ ∈ G) â ñëó÷àå

θ = 1✳
➬àìå÷àíèå ✶✳ ➴ñëè 0 < θ < 1✱ òî îïåðàòîð RQ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì

òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà îí íåâûðîæäåí✳ ➴ñëè θ = 1✱ òî íåâûðîæäåííûé
îïåðàòîð RQ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì✱ êîãäà ê
òîìó æå detR2(1, x

′) 6= 0 (x′ ∈ G)✳
❰áîçíà÷èì ÷åðåç W 1

2,γ(Q) ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé â W 1
2 (Q)✱ óäîâëåòâî✲

ðÿþùèõ íåëîêàëüíûì êðàåâûì óñëîâèÿì

w(x)|x1=0 =
k∑

i=1

γ1i (x
′)w(x1 + i, x′)

∣∣
x1=0

,

w(x)|x1=d =
k∑

i=1

γ2i (x
′)w(x1 − i, x′)

∣∣
x1=d

, (5)

w|[0,d]×∂G = 0,

ãäå γri = γri (x
′) ∈ C∞(G) ✲ êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè✱ γ = {γri }✳

Òåîðåìà ✶✳ Ïóñòü îïåðàòîð RQ✱ çàäàííûé ôîðìóëàìè ✭✶✮ è ✭✷✮ ðåãóëÿð✲
íûé✳ Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé γ = {γri }✱
γri ∈ C∞(G)✱ òàêîå✱ ÷òî îïåðàòîð RQ îòîáðàæàåò W̊ 1

2 (Q) íàW
1
2,γ(Q) íåïðå✲

ðûâíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî✳
Òåîðåìà ✶ ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ôðåäãîëüìîâó ðàçðåøèìîñòü ýëëèïòè÷åñêèõ

ôóíêöèîíàëüíî✲äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â öèëèíäðå ñ óñëîâèÿìè ➘è✲
ðèõëå íà ãðàíèöå ïóòåì ñâåäåíèÿ óêàçàííûõ çàäà÷ ê ýëëèïòè÷åñêèì äèôôå✲
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè âèäà ✭✺✮ íà ãðàíèöå✳

✃ðîìå òîãî✱ áûëî ïîêàçàíî✱ ÷òî ïðîîáðàç ïîäïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé â
W 2

2 (Q)✱ óäîâëåòâîðÿþùèõ íåëîêàëüíûì êðàåâûì óñëîâèÿì ✭✺✮ äëÿ íîðìàëü✲
íûõ ïðîèçâîäíûõ✱ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W̊ 1

2 (Q)✳
Ïóáëèêàöèÿ ïîäãîòîâëåíà ïðè ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ÐÓ➘❮ ✧✺✲✶✵✵✧è

ãðàíòà ÐÔÔ➮ ◆♦✳ ✶✼✲✵✶✲✵✵✹✵✶✳
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ Ñêóáà÷åâñêèé➚✳❐✳ ✃ðàåâûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî✲
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èõ ïðèëîæåíèÿ ✴✴ Ó❒❮❀ ✼✶✿✺✭✹✸✶✮✱
✷✵✶✻✳ Ñ✳ ✸ ✕ ✶✶✷✳

✷✳ ❙❦✉❜❛❝❤❡✈s❦✐✐ ❆✳ ▲✳ ❊❧❧✐♣t✐❝ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✴✴ ❇✐r❦❤❛✉s❡r✱ ❇❛s❡❧ ✕ ❇♦st♦♥ ✕ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✾✻✳

✻✶
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Ðåøåíèå îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ïëîñêîé òåîðèè

óïðóãîñòè â êëàññàõ Õàðäè

Ñîëäàòîâ ➚ëåêñàíäð Ïàâëîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳
❊✲♠❛✐❧✿ s♦❧❞❛t♦✈✹✽❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

➶û÷èñëèòåëüíûé öåíòð èì✳ ➚✳➚✳ ➘îðîäíèöûíà Ô➮Ö ➮Ó Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱
Ðîññèÿ

➘ëÿ ñèñòåìû ❐àìå ïëîñêîé àíèçîòðîïíîé òåîðèè óïðóãîñòè ââåäåíû îáîá✲
ùåííûå ïîòåíöèàëû äâîéíîãî ñëîÿ✱ ñâÿçàííûå ñ òåîðåòèêî ✲ ôóíêöèîíàëüíûì
ïîäõîäîì✳ Ýòè ïîòåíöèàëû ïîñòðîåíû êàê äëÿ âåêòîðà ñìåùåíèé ✲ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû ❐àìå✱ òàê è äëÿ ñîïðÿæåííûõ âåêòîð ✲ ôóíêöèé✱ îïèñûâàþùèõ òåí✲
çîð íàïðÿæåíèé✳ Ïîëó÷åíû íîâûå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé
÷åðåç óêàçàííûå ïîòåíöèàëû✳ ✃àê ñëåäñòâèå ïåðâàÿ è âòîðàÿ êðàåâûå çàäà÷è
â êëàññå Õàðäè Hp, 1 < p < ∞, ðåäóöèðîâàíû ê ýêâèâàëåíòíûì ñèñòåìàì
ãðàíè÷íûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà â ïðîñòðàíñòâå Lp íà ãðàíèöå îáëàñòè✳

✻✷
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Ðàçðåøèìîñòü îáðàòíîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêà ñ

êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè

Ñîëîâüåâ ➶ÿ÷åñëàâ ➶èêòîðîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ s♦❧♦✈✐❡✈✳✈②❛❝❤❡s❧❛✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❮➮ßÓ ➽❒➮Ô➮➾✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

Ïóñòü T > 0, l > 0, 0 < a < b < l, 0 < α < 1✲ ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà✱
ΩT = (0, l)× (0, T ]✲ ïðÿìîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ (x, t)✳ ➶ ïðÿìî✲
óãîëüíèêå ΩT = [0, l]× [0, T ] ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ïàðû
ôóíêöèé (u, f) èç óñëîâèé✿

ut − uxx = f(x)h(x, t) + g(x, t), (x, t) ∈ ΩT , (1)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, l], u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t), t ∈ [0, T ], (2)

u(x, T ) = χ(x), x ∈ [a, b]. (3)

➪óäåì ïðåäïîëàãàòü✱ ÷òî âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèå ✭✶✮ ôóíêöèÿ f(x) ìîæåò áûòü
îòëè÷íîé îò íóëÿ òîëüêî íà îòðåçêå [a, b]✱ òî åñòü íîñèòåëü ýòîé ôóíêöèè ïðè✲
íàäëåæèò ýòîìó îòðåçêó✳ ❰ïðåäåëèì ïðÿìîóãîëüíèêè PT = [a, b]×(0, T ], QT =
[0, a]× (0, T ] ∪ [b, l]× (0, T ]✳ ❰ïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé✿

U(ΩT ) = {u ∈ C(ΩT ) : u ∈ C1,0
x,t (ΩT ) ∩ C2+α,1+α/2(PT ) ∩ C2+α,1+α/2(QT )}.

Òàê êàê äàííîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íå ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì ïðè èçó÷å✲
íèè çàäà÷ ✭✶✮✲✭✷✮ òî✱ ñôîðìóëèðóåì ñíà÷àëà✱ òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ì åäèí✲
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ✭✶✮✲✭✷✮ â ýòîì êëàññå ôóíêöèé✳

Òåîðåìà ✶✳ Ïóñòü ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ h, ht ∈ Cα,α/2(ΩT )✱ f ∈ Cα[a, b]✳
Òîãäà ïðÿìàÿ çàäà÷à ✭✶✮✲✭✷✮ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ ëþáûõ ôóíê✲
öèé µ1, µ2 ∈ C[0, T ], ϕ ∈ C[0, l] óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ
µ1(0) = ϕ(0), µ2(0) = ϕ(l) â êëàññå ôóíêöèé U(ΩT )✳

Ðåøåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è ✭✶✮✲✭✸✮ áóäåì íàçûâàòü ïàðó ôóíêöèé (u, f) ∈
U(ΩT )× Cα[0, T ] óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì ✭✶✮✲✭✸✮✳

Òåîðåìà ✷✳ Ïóñòü ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ h, ht ∈ Cα,α/2(ΩT )✱ |h(x, T )| ≥
h0 > 0✳ Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ν0 > 0✱ ÷òî äëÿ ëþáûõ îòðåçêîâ
[a, b] ⊂ (0, l) òàêèõ✱ ÷òî b − a < ν0 îáðàòíàÿ çàäà÷à ✭✶✮✲✭✸✮ èìååò åäèí✲
ñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé µ1, µ2 ∈ C[0, T ], ϕ ∈ C[0, l] óäîâëå✲
òâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ µ1(0) = ϕ(0), µ2(0) = ϕ(l)✱ è äëÿ ëþáûõ
ôóíêöèé χ ∈ C2,α[a, b] òàêæå óäîâëåòâîðÿþùèì íåêîòîðûì óñëîâèÿì ñî✲
ãëàñîâàíèÿ✳

✻✸



Ñåêöèÿ Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

➴äèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ñ ôèíàëüíûì

óñëîâèåì äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî

ïîðÿäêà

Òèõîíîâ ➮âàí ➶ëàäèìèðîâè÷✶

➚ëìîõàìåä ❒óàòàç✷

✶✿ ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ ïðîôåññîð✱ ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✷✿ ➚ñïèðàíò✱ ❒Ï➹Ó✱ ❒îñêâà è óíèâåðñèòåò ➚ëåïïî✱ Ñèðèÿ

❊✲♠❛✐❧✿ ✐✈t✐❦❤❅♠❛✐❧✳r✉✱ ♠ssr♠t③❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

➶ áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E âîçüìåì ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð A
ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) ⊂ E ✭íå îáÿçàòåëüíî ïëîòíîé â E✮✳ Ïîñòà✲
âèì îáðàòíóþ çàäà÷ó îá îäíîâðåìåííîì íàõîæäåíèè ôóíêöèè u : [ 0, T ] → E
è ýëåìåíòà g ∈ E èç ñîîòíîøåíèé





u(n)(t) = Au(t) + g, 0 < t < 1,

u(0) = u0, u
′(0) = u1, . . . , u

(n−1)(0) = un−1,

u(q)(1) = un.

(1)

➬äåñü n, q ✖ ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà ✭ïàðàìåòðû çàäà÷è✮✳ Ðàññìàòðèâàåì îá✲
ùèé ñëó÷àé n ∈ N✱ q ∈ { 0, . . . , n− 1}✳ Ýëåìåíòû u0, u1, . . . , un−1, un
ñ÷èòàåì çàäàííûìè â E✳ ➶ èññëåäîâàíèè çàäà÷è ✭✶✮ èñïîëüçóåì ñïåöèàëüíîå
ñåìåéñòâî öåëûõ ôóíêöèé

Yn,k(z) =
∞∑

m=0

zm

(mn+ k)!
, z ∈ C, (2)

ãäå n òàêîå æå✱ êàê â ✭✶✮✱ à k ∈ Z✳

Òåîðåìà ✶✳ ➘ëÿ òîãî ÷òîáû îáðàòíàÿ çàäà÷à ✭✶✮ ñ ïàðàìåòðàìè n, q
ïðè ëþáîì âûáîðå ýëåìåíòîâ u0, u1, . . . , un−1, un ∈ E èìåëà íå áîëåå îäíîãî
ðåøåíèÿ✱ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî✱ ÷òîáû íè îäèí íóëü ôóíêöèè Yn,n−q(z)
èç ñåìåéñòâà ✭✷✮ íå ÿâëÿëñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A✳

Òåîðåìà ✶ îáîáùàåò ïðåæíèå ðåçóëüòàòû èç ðàáîò ❬✶❪✱ ❬✷❪✳
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ Òèõîíîâ➮✳➶✳✱ ÝéäåëüìàíÞ✳Ñ✳ ➴äèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ äâóõòî÷å÷✲
íîé îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ àáñòðàêòíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ñ íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì ✴✴ ➘èôôåðåíö✳ óðàâíåíèÿ✳ ✷✵✵✵✳ Ò✳ ✸✻✱ ➑✽✳
Ñ✳ ✶✶✸✷ ✕ ✶✶✸✸✳

✷✳ Òèõîíîâ➮✳➶✳✱ ÝéäåëüìàíÞ✳Ñ✳ ❰áðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ äèôôåðåíöèàëü✲
íîãî óðàâíåíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå è ðàñïðåäåëåíèå íóëåé öåëîé
ôóíêöèè òèïà ❒èòòàã✲❐åôôëåðà ✴✴ ➘èôôåðåíö✳ óðàâíåíèÿ✳ ✷✵✵✷✳ Ò✳ ✸✽✱
➑✺✳ Ñ✳ ✻✸✼ ✕ ✻✹✹✳

✻✹
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❰ íåëîêàëüíîé çàäà÷å ñòàáèëèçàöèè îäíîé ñèñòåìû

ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà

Ôóðñèêîâ ➚íäðåé ➶ëàäèìèðîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ❢✉rs✐❦♦✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❒åõàíèêî✲ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱
❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíàÿ ñèñòåìà ➹åëüìãîëüöà✱ îïèñûâàþùàÿ ýâîëþ✲
öèþ âèõðÿ ñêîðîñòè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè✱ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðà✲
åâûìè óñëîâèÿìè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ✭ò✳å✳ çàäàííóþ íà òðåõ✲
ìåðíîì òîðå T

3✮ è ïðîèçâîëüíûì ãëàäêèì íà÷àëüíûì óñëîâèåì✳ Òðåáóåòñÿ
íàéòè èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå ñ íîñèòåëåì â çàäàííîé ïîäîáëàñòè ω ⊂ T

3✱
êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò ñòðåìëåíèå ê íóëþ ñ ðîñòîì âðåìåíè L2(T

3)✲íîðìû ðå✲
øåíèÿ✳ Ýòà çàäà÷à ñîäåðæàòåëüíà✱ òàê êàê íå ðåøåíà ïðîáëåìà ìèëëåíèóìà✱
ò✳å✳ íå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå â öåëîì ãëàäêîãî ðåøåíèÿ òðåõìåðíîé ñèñòåìû
➹åëüìãîëöà ✭èëè✱ ÷òî ýêâèâàëåíòíî✱ ñèñòåìû ❮àâüå✲Ñòîêñà✮✳

✃âàäðàòè÷íûé îïåðàòîð✱ âõîäÿùèé â ñèñòåìó ➹åëüìãîëüöà✱ ñîñòîèò èç
ñóììû íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà Φ(y)y ÷åé îáðàç êîëëèíåàðåí àðãóìåíòó ②✱ è
òàíãåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Bτ(y)✱ ÷åé îáðàç îðòîãîíàëåí y â L2(T

3)✳ ❮à ïåð✲
âîì ýòàïå ìû ðåøàåì çàäà÷ó✱ îïóñòèâ ó ñèñòåìû ➹åëüìãîëüöà îïåðàòîð Bτ(y)✳
✃àê èçâåñòíî✱ ✭ñì✳❬✶❪✮ ó ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé çàäà÷è èìååòñÿ ÿâíàÿ ôîðìóëà✱
÷òî ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè ✭ñì✳❬✷❪✮✳ ❮à âòîðîì ýòàïå✱ ïîñëå
âîçâðàùåíèÿ îïåðàòîðà Bτ(y) ñäåëàíû ëèøü ïåðâûå øàãè✱ òî÷íåå✱ ïîëó÷åíî
íåêîòîðîå ðåøåíèå çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè✱ íî íå äëÿ ñèñòåìû ➹åëüìãîëüöà✱ à â
ñëó÷àå ìîäåëüíîé çàäà÷è äëÿ ïðîäèôôåðåíöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ➪þðãåð✲
ñà ✭ñì✳❬✸❪✮✳ ❰ñíîâíîå ñîäåðæàíèå äîêëàäà ñâÿçàíî ñ èçëîæåíèåì ðåçóëüòàòîâ
âòîðîãî ýòàïà✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❋✉rs✐❦♦✈❆✳❱✳✱❖♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t②♣❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s②st❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✸❉
❍❡❧♠❤♦❧t③ s②st❡♠✴✴ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ P❉❊s✳ ✷✵✶✹✳
❱✳ ✷✸✷✱ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✿ ❆♠❡r ▼❛t❤ ❙♦❝✱ P✳ ✾✾✲✶✶✽✳

✷✳ ❋✉rs✐❦♦✈❆✳❱✳✱ ❙❤❛t✐♥❛ ▲✳ ❙✳✱ ◆♦♥❧♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❍❡❧♠❤♦❧t③ s②st❡♠ ❜② st❛rt✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧✴✴ ❉✐s❝r❡t❡ ❈♦♥t✐♥✳
❉②♥✳ ❙②st✳ ✷✵✶✽✳ ❱✳ ✸✽✱ P✳ ✶✶✽✼✲✶✷✹✷✳

✸✳ Ôóðñèêîâ➚✳➶✳✱❰ñèïîâà❐✳Ñ✳✱ ❰á îäíîì ìåòîäå íåëîêàëüíîé ñòàáèëè✲
çàöèè óðàâíåíèÿ òèïà ➪þðãåðñà ïîñðåäñòâîì èìïóëüñíîãî óïðàâëå✲
íèÿ✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✷✵✶✾✳ Ò✳ ✺✺✱ Ñ✳ ✶✲✶✹✳ ✭â ïå÷àòè✮

✻✺
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➬àäà÷à Òðèêîìè äëÿ ñìåøàííî✲ñîñòàâíîãî ñèíãóëÿðíîãî

èíòåãðî✲ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

×àïëûãèíà ➴ëåíà ➶èêòîðîâíà

ê✳ô✳✲ì✳í✳✱ äîöåíò
❊✲♠❛✐❧✿ ❧❡♥❛✷✻✵✺✽✶❅②❛♥❞❡①✳r✉

❰ðëîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè ➮✳Ñ✳Òóðãåíåâà✱ ❰ðåë✱
Ðîññèÿ

➶ ñìåøàííîé îáëàñòè D = D+ ∪ D− ∪ I ñ ëèíèåé èçìåíåíèÿ òèïà I =
{(x, y) : x0 < x < x3, y = 0}; D+ = D+

0 ∪D+
1 ∪D+

2 ∪ J è
D− = D−

0 ∪ D−
1 ∪ D−

2 ✲ ýëëèïòè÷åñêàÿ è ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ÷àñòè îáëàñòè D✱
ïðè÷➻ì
D+
k = {(x, y) : xk < x < xk+1, 0 < y < h}(k = −1, 4);

D−
k = {(x, y) : −y < αk1(x) < y + x1,−x1

2 < y < 0}(k = −1, 4); J = J1 ∪ J2✱ ãäå
Jk = {(x, y) : x = xk, 0 < y < h}(k = 1, 2);
I = ∪2

k=0Ik, Ik = {(x, y) : xk < x < xk+1, y = 0}(k = −1, 4)
ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðî✲ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå ñìåøàííî✲
ñîñòàâíîãî òèïà

∑1
k=0 ak(x)S(α

k
1(x), LU) +

∑2
k=1 bk(x)S(α

k
2(x), LU) = 0, (1)

ãäå S(αkj (x), LU) =
∫ αk

j (x1)

αk
j (x0)

LU(t,y)dt

αk
j (x)−t

,

à L ≡ ∂2

∂t2 + (sqny) ∂
2

∂y2 ✲ îïåðàòîð ❐àâðåíòüåâà✲➪èöàäçå✱
ak(x), bk(x)(k = 0, 1, 2) ✲ íåïðåðûâíûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè❀ α1(x) è
α2(x) ✲ ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ âçàèìíî✲îáðàòíûå äèôôåîìîðôèçìû êëàñ✲
ñà C2✱ óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
α3−j(αj(x)) = x(j = 1, 2);α1(x) < x, α

′

1(x) > 1(α
′

1(x) < 1) è
α2(x) > x, α

′

2(x) < 1(α
′

2(x) > 1); xn = α1(xn+1), xn+1 = α2(xn);
α2(x0) > 0;αmj (x) ≡ αj(αj(...(αj(x))...))︸ ︷︷ ︸

m ðàç

åñëè m > 0❀

αmj (x) ≡ α3−j(α3−j(...(α3−j(x))...))︸ ︷︷ ︸
−m ðàç

, åñëè m < 0✱ α0
j(x) ≡ x(j = 1, 2).

Ïóñòü Dk = D+
k ∪D−

k ∪ Ik(k = −1, 4)
➬àäà÷à Ò✳ ❮àéòè â îáëàñòè ❉ ðåøåíèå

U(x, y) ∈ C(D)∩C1(D \J)∩C2(D \ (J ∪ I)) óðàâíåíèÿ ✭✶✮✱ óäîâëåòâîðÿþùåå
êðàåâûì óñëîâèÿì

U(x, h) = ϕ(x), x0 ≤ x ≤ x3,
U(x0, y) = U(x3, y) = 0, 0 ≤ y ≤ h,
U(x,−αk1(x)) = ψk(x), xk ≤ x ≤ αk2(

x1
2 )(k = 0, 1, 2);

U(x, y) = r(x, y), (x, y) ∈ D−1,

✻✻
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U(x, y) = q(x, y), (x, y) ∈ D3 ∪D4,
óñëîâèåì ñîïðÿæåíèÿ

U(x, 0−) = U(x, 0+) = ω(x), x0 ≤ x ≤ x3;
Uy(x, 0−) = Uy(x, 0+) = ν(x), x0 < x < x3, x 6= x1, x2,

óñëîâèåì ñîãëàñîâàíèÿ
ψ0(x0) = ϕ(x0) = ϕ(x3) = r(x0, y) = q(x3, y) = 0,

ãäå ak(x), bk(x), ϕ(x), ψk(x)(k = 0, 1, 2), α1(x), α2(x) ✲ çàäàííûå íåïðåðûâíûå
äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè✳

➶îïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ò ñâîäèòñÿ ê îäíîçíà÷íîé ðàçðå✲
øèìîñòè ñèñòåìû{

LU(x, y) = V (x, y), (x, y) ∈ D,∑1
k=0 ak(x)S(α

k
1(x), V ) +

∑2
k=1 bk(x)S(α

k
2(x), V ) = 0, (x, y) ∈ D,

ïðè÷➻ì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ❱✭①✱②✮ ïîëó÷åíî ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíå✲
íèå

∫ xk+1

xk

V (t,y)
x−t dt = Nk(x, y), (x, y) ∈ Dk(k = 0, 1, 2).
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❰ ìîäåëèðîâàíèè ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ

óïðóãî✲ïîëçó÷åé ñëîèñòîé ñðåäû

Øàìàåâ ➚ëåêñåé Ñòàíèñëàâîâè÷✶

➪îáûëåâà Òàòüÿíà ❮èêîëàåâíà✷

✶✿ ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ãëàâíûé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ➮Ï❒ èìåíè ➚✳Þ✳➮øëèíñêîãî Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✷✿ ê✳ô✳✲ì✳í✳✱ äîöåíò✱ ❮➮Ó ❒➹ÑÓ✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❊✲♠❛✐❧✿ s❤❛♠❅r❛♠❜❧❡r✳r✉✱ t❛t②❛♥❛✷✷✶✶❅♦✉t❧♦♦❦✳❝♦♠

❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â íåîäíîðîäíûõ
ñðåäàõ ñâÿçàíî ñ òåîðèåé àñèìïòîòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ ❬✶❪✳ Ïðåäñòàâëÿåò èí✲
òåðåñ ìîäåëèðîâàíèå óïðóãî✲ïîëçó÷èõ ñðåä íà äëèòåëüíûõ èíòåðâàëàõ âðå✲
ìåíè ❬✷✱ ✸❪✳ ➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðóãî✲ïîëçó÷åñòè✱
êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé èíòåãðî✲äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåëî✲
êàëüíûìè ÷ëåíàìè òèïà ñâåðòêè✳ ➮ñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå ÿäåð ïîëçó÷åñòè è
ðåëàêñàöèè ýêñïîíåíöèàëüíûõ ÿäåð äàåò âîçìîæíîñòü â ÿâíîì âèäå ïîñòðîèòü
óñðåäíåííóþ ñèñòåìó è êîððåêòîð✱ èññëåäîâàòü ñâîéñòâà óñðåäíåííûõ ÿäåð✳
❒îæíî✱ â ÷àñòíîñòè✱ äàòü êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëåé
ýêñïîíåíò óñðåäíåííîãî ÿäðà è ïîêàçàòåëåé✱ âõîäÿùèõ â ôîðìóëû äëÿ êîð✲
ðåêòîðà✳

Ïðèìåíÿÿ òåõíèêó ïðåîáðàçîâàíèÿ ❐àïëàñà è òåîðèþ óñðåäíåíèÿ✱ ïîëó✲
÷èì ãîìîãåíèçèðîâàííóþ ìîäåëü✳ ❰íà îïèñûâàåòñÿ â öåëîì ✷✾ êîíñòàíòàìè è
ñîäåðæèò øåñòü ïîêàçàòåëåé ýêñïîíåíò✱ âêëþ÷àÿ äâà èñõîäíûõ ❬✹✱ ✺❪✳ ➶ ðåçóëü✲
òàòå êðàåâàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì áîëüøèõ êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ✱ ïðåâîñõîäÿùèõ â íåñêîëüêî ðàç òîëùèíó ñëîåâ✳

Òåõíèêà✱ ñ ïîìîùüþ êîòîðîé áûëè ïîëó÷åíû ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðèñòè✲
êè óïðóãî ïîëçó÷èõ ñðåä✱ ìîæåò áûòü ñ óñïåõîì ïðèìåíåíà äëÿ äèíàìè÷å✲
ñêèõ çàäà÷ âÿçêî✲óïðóãîñòè✳ Òàê â ðàáîòå ❬✻❪ èññëåäóåòñÿ òî÷íîñòü ìåòîäà
óñðåäíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñëîèñòîé âÿçêî✲óïðóãîé
ñðåäû✳ ➮ñõîäíàÿ çàäà÷à è çàäà÷à✱ ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïðîöåäóðû óñðåä✲
íåíèÿ ✲ íåñàìîñîïðÿæåííûå çàäà÷è✱ è èõ ñïåêòð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæå✲
ñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë✳ ❮àáëþäàåòñÿ áûñòðàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëü✲
íîñòè äîïðåäåëüíûõ çàäà÷ ê èçîëèðîâàííûì òî÷êàì êîìïëåêñíîãî ñïåêòðà
óñðåäíåííîé çàäà÷è✳ ➮íòåðåñíûì ÿâëåíèåì✱ êîòîðîå èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ
íåñàìîñîïðÿæåííûõ çàäà÷✱ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå✱ òàê íàçûâàåìîé✱ ✧ñïåêòðàëü✲
íîé ïûëè✧✳ ✧Ñïåêòðàëüíàÿ ïûëü ýòî ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ýëåìåíòîâ
ñïåêòðà äîïðåäåëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷✱ êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ñïåê✲
òðà ïðåäåëüíîé ✭óñðåäíåííîé çàäà÷è✮✳ ❮àëè÷èå ✧ñïåêòðàëüíîé ïûëè✧ãîâîðèò
î òîì✱ ÷òî ïðåäåë ïî Õàóñäîðôó ñïåêòðà äîïðåäåëüíûõ çàäà÷ ìîæåò íå ñîâïà✲
äàòü ñî ñïåêòðîì ïðåäåëüíîé çàäà÷è✳ Ïðè ýòîì âî âñåõ èññëåäîâàííûõ íàìè
êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ ñïåêòð ïðåäåëüíîé çàäà÷è ñîäåðæàëñÿ â ïðåäåëå ïî Õàó✲
ñäîðôó ñïåêòðîâ äîïðåäåëüíûõ çàäà÷✳ Ïðè ýòîì â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èìåëî

✻✽
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ìåñòî ñîâïàäåíèå✱ à â íåêîòîðûõ íàõîäèëèñü îòäåëüíûå òî÷êè✱ íå ïðèíàäëå✲
æàùèå ñïåêòðó óñðåäíåííîé çàäà÷è✱ êîòîðûå è íàçûâàþò èíîãäà óïîìÿíóòîé
âûøå ✧ñïåêòðàëüíîé ïûëüþ✧✳ ❮àïðèìåð✱ â ñëó÷àå ñëîèñòîé ñðåäû✱ ñîñòîÿùåé
èç óïðóãîãî ìàòåðèàëà è ìàòåðèàëà ✃åëüâèíà✲Ôîéõòà ìíîæåñòâî✱ íàçûâàåìîå
✧ñïåêòðàëüíîé ïûëüþ✧íåïóñòî ❬✼❪✱ à â ñëó÷àå ñëîèñòîé ñðåäû✱ ñîñòàâëåííîé
èç ñëîåâ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè è óïðóãîãî ìàòåðèàëà✱ ïðåäåë ïî Õà✲
óñäîðôó ñïåêòðîâ èñõîäíûõ çàäà÷ â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì óñðåä✲
íåííîé çàäà÷è✳ ➘àííîå óòâåðæäåíèå ïðåäïîëàãàåòñÿ îïóáëèêîâàòü â Òðóäàõ
❳■■ ➶ñåðîññèéñêîãî ñúåçäà ïî ôóíäàìåíòàëüíûì ïðîáëåìàì òåîðåòè÷åñêîé è
ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè â àâãóñòå ✷✵✶✾ ãîäà â ã✳ Óôå✳ ➮íòåðåñíîå è âàæíîå ÿâëå✲
íèå îòñóòñòâèÿ ñõîäèìîñòè ïî Õàóñäîðôó ñïåêòðîâ èñõîäíûõ çàäà÷ ê ñïåêòðó
óñðåäíåííîé çàäà÷è íå èçó÷åíî â ïîëíîé ìåðå✳ ❰÷åâèäíî✱ ÷òî îíî ñâÿçàíî
ñ íåñàìîñîïðÿæåííîñòüþ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷✱ íî êàêîå èìåííî ñâîéñòâî
äàåò âîçìîæíîñòü óòâåðæäàòü✱ ÷òî ýòî íåñîâïàäåíèå èëè ñîâïàäåíèå èìååò
ìåñòî✱ ïîêà íå óñòàíîâëåíî✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ð❮Ô ✭ïðîåêò ◆ ✶✻ ✲✶✶ ✲✶✵✸✹✸✮✳
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❰ëåéíèê❰✳➚✳✱ ➮îñèôüÿí➹✳➚✳✱ Øàìàåâ➚✳Ñ✳ ❒àòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è
òåîðèè ñèëüíî íåîäíîðîäíûõ ñðåä✳ ❒✳✿ ➮ç✲âî ❒➹Ó✱ ✶✾✾✵✳

✷✳ ÐàáîòíîâÞ✳❮✳ Ïîëçó÷åñòü ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé✳ ❒✳✿ ❮àóêà✱ ✶✾✻✻✳

✸✳ ➮ëüþøèí➚✳➚✳✱ Ïîáåäðÿ➪✳➴✳ ❰ñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè
òåðìîâÿçêî✲óïðóãîñòè✳ ❒✳✿ ❮àóêà✱ ✶✾✼✵✳

✹✳ ❇♦❜②❧❡✈❛❚✳◆✳✱ ❙❤❛♠❛❡✈❆✳ ❙✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣
r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❧❛②❡r❡❞ s♦✐❧ ♠❡❞✐❛ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❢r♦♠ ❡❧❛st✐❝✲❝r❡❡♣✐♥❣
♠❛t❡r✐❛❧s ✴✴ ❙♦✐❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✷✵✶✽✳ Ò✳ ✺✹✱ ◆ ✹✳
P✳ ✷✷✹ ✕ ✷✸✵✳

✺✳ ❇♦❜②❧❡✈❛❚✳◆✳✱ ❙❤❛♠❛❡✈❆✳ ❙✳ ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
str❡ss t❡♥s♦r ✐♥ ❧❛②❡r❡❞ ❡❧❛st✐❝✲❝r❡❡♣✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✴✴ ■❋❆❈ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
❱♦❧✉♠❡s ✭■❋❆❈✲P❛♣❡rs❖♥❧✐♥❡✮✳ ✷✵✶✽✳ Ò✳ ✺✶✱ ◆ ✷✳ P✳ ✶✸✽ ✕ ✶✹✸✳

✻✳ ❙❤❛♠❛❡✈❆✳ ❙✳✱ ❙❤✉♠✐❧♦✈❛❱✳❱✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞
❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✉s✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥
t❤❡♦r②✳ ✴✴ ■❋❆❈ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ❱♦❧✉♠❡s ✭■❋❆❈✲P❛♣❡rs❖♥❧✐♥❡✮✳ ✷✵✶✽✳ Ò✳ ✺✶✱
◆ ✷✳ P✳ ✶✷✻ ✕ ✶✸✶✳

✼✳ Øàìàåâ➚✳Ñ✳✱ Øóìèëîâà➶✳➶✳ ➚ñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñïåêòðà îä✲
íîìåðíûõ êîëåáàíèé â ñðåäå èç ñëîåâ óïðóãîãî ìàòåðèàëà è âÿçêîóïðó✲
ãîãî ìàòåðèàëà ✃åëüâèíà✕Ôîéãòà✳ ✴✴ Òð✳ ❒➮➚❮✳ ✷✵✶✻✳ Ò✳ ✷✾✺✱ Ñ✳ ✷✶✽ ✕
✷✷✽✳

❤tt♣✿✴✴✐♠❛t✲r❡❧♣r❡❞✳②❛♥❞❡①✳r✉
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❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐❞❡♥t✐❢✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s♦r♣t✐♦♥

♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♣♦r❡ s❝❛❧❡ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛

●r✐❣♦r✐❡✈ ❱❛s✐❧✐② ❱❛s✐❧✐❡✈✐❝❤✶

■❧✐❡✈ ❖❧❡❣ P❡t❦♦✈ ✷

✶✿ ❙t✉❞❡♥t✱ ◆❊❋❯✱ ❨❛❦✉ts❦✱ ❘✉ss✐❛

✷✿ P❤❉✱ Pr♦❢❡ss♦r✱ ❋r❛✉♥❤♦❢❡r✱ ■❚❲▼✱ ❑❛✐s❡rs❧❛✉t❡r♥✱ ●❡r♠❛♥②

❊✲♠❛✐❧✿ ❞❛❧✐❣❤✐❡r✐❅②❛♥❞❡①✳r✉✱ ✐❧✐❡✈❅✐t✇♠✳❢r❛✉♥❤♦❢❡r✳❞❡

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s♦r♣t✐♦♥ r❛t❡s ✐s
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❛❝t✐✈❡ ✢♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛t ♣♦r❡ s❝❛❧❡✳ ▼❡❛s✉r❡❞
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡ ❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞
t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞
❜② ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r s♣❡❝✐❡s tr❛♥s♣♦rt✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞
❞❡s♦r♣t✐♦♥✱ ❛r❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ✈✐❛ ❘♦❜✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❍❡♥r② ❛♥❞ ▲❛♥❣♠✉✐r
✐s♦t❤❡r♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛ ✷❉
♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✳ ❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞
✐♠♣❧✐❝✐t t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ st♦❥❛st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ▼✉❧t✐st❛❣❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s s✉❣❣❡st❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
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◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❙♣❡❝tr❛❧ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❊❧❧✐♣t✐❝

❊q✉❛t✐♦♥s

▲❛③❛r♦✈ ❘❛②t❝❤♦ ❉✐♠✐tr♦✈

❉r▼❙✱ ♣r♦❢❡ss♦r
❊✲♠❛✐❧✿ ❧❛③❛r♦✈❅♠❛t❤✳t❛♠✉✳❡❞✉

❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❚❡①❛s ❆✫▼ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❈♦❧❧❡❣❡ ❙t❛t✐♦♥✱ ❚❳✱ ❯❙❆

❲❡ s❤❛❧❧ st✉❞② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞
❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s A

αu = f ✱ 0 < α < 1✱ ✇❤❡r❡ A ✐s
❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ N ×N ♠❛tr✐①✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❡❧❧✐♣t✐❝
♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ R

d✱ d = 1, 2, 3✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❡st ✉♥✐❢♦r♠
r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ rα,k(t) ♦❢ tα ♦♥ [0, 1] ✇✐t❤ k ✐♥t❡❣❡r✳

❚❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ u = A
−αf ✐s t❤❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② w = λ−α1 rα,k(λ1A

−1)f ✱
✇❤❡r❡ λ1 > 0 ✐s t❤❡ ❧♦✇❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ A✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ k ❛♥❞ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❋✐rst✱ ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t♦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ k s②st❡♠s ✇✐t❤ ❙P❉
♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ t②♣❡ (A + cI)v = f ✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡
♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐❢ ❛ ❢❛st s♦❧✈❡r ❢♦r s✉❝❤ s②st❡♠s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❧✉♠♣❡❞ ♠❛ss ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♣❛❝❡
t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧✉♠♣❡❞ ♠❛ss s❝❤❡♠❡✳ ❋♦r t❤✐s s❝❤❡♠❡ ✇❡ ♣r♦✈❡ ✭✉♥❞❡r s♦♠❡ ♠✐❧❞
❝♦♥❞✐t✐♦♥✮ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡
♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠s
✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s α ✐♥ ♦♥❡ ❛♥❞ t✇♦ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡② ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❜② ❇♦♥✐t♦ ❛♥❞ P❛s❝✐❛❦ ✐♥ ❬✶❪✱ ❍❛r✐③❛♥♦✈ ❡t ❛❧ ✐♥ ❬✷❪✱ ❛♥❞ ❱❛❜✐s❤❝❤❡✈✐❝❤ ✐♥ ❬✸❪✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❙✳ ❍❛r✐③❛♥♦✈✱ ❙✳ ▼❛r❣❡♥♦✈✱ P✳
▼❛r✐♥♦✈ ✭❇✉❧❣❛r✐❛♥ ❆❝❛❞✳ ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s✮ ❛♥❞ ❏✳ P❛s❝✐❛❦ ✭❚❡①❛s ❆✫▼ ❯♥✐✈❡rs✐t②✮✳
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✶✳ ❇♦♥✐t♦❆✳✱ P❛s❝✐❛❦ ❏✳ ❆ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s
❛♥❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✴✴ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✳
✷✵✶✼✳ ❱✳ ✺✺✱ ◆♦ ✷✳ P✳ ✹✼✷✕✹✾✺

✷✳ ❍❛r✐③❛♥♦✈ ❙✳✱ ▲❛③❛r♦✈ ❘✳✱ ▼❛r❣❡♥♦✈ ❙✳✱ ▼❛r✐♥♦✈ P✳✱ ❱✉t♦✈ ❨✳✿ ❖♣t✐♠❛❧
s♦❧✈❡rs ❢♦r ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡rs ♦❢ s♣❛rs❡ ❙P❉ ♠❛tr✐❝❡s ✴✴
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▲✐♥❡❛r ❆❧❣❡❜r❛ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ✷✵✶✽✳ ❱✳ ✷✺✱◆♦ ✹✳ P✳ ✶✶✺✕✶✷✽

✸✳ ❱❛❜✐s❤❝❤❡✈✐❝❤P✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧❧② s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡rs ♦❢
❡❧❧✐♣t✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ✴✴ ❏✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✳ ✷✵✶✺✳ ❱✳ ✷✽✷✱ P✳ ✷✽✾✕✸✵✷
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❍✐❣❤✲♦r❞❡r ❛❞❛♣t✐✈❡ t✐♠❡ st❡♣♣✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡

◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❊q✉❛t✐♦♥s

P❡t❡r ▼✐♥❡✈

Pr♦❢❡ss♦r
❊✲♠❛✐❧✿ ♠✐♥❡✈❅✉❛❧❜❡rt❛✳❝❛

❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❆❧❜❡rt❛✱
❈❛♥❛❞❛

■♥ t❤✐s t❛❧❦ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r t✐♠❡ st❡♣♣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r t❤❡
✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧
❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❚❛②❧♦r✲s❡r✐❡s t❡❝❤♥✐q✉❡✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t✐♠❡ st❡♣ ❝♦♥tr♦❧✳ ■t ✐s ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ t❤❡ ✉♥st❡❛❞② ❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✐s ♦❢ ❈❋▲ t②♣❡ ✐✳❡✳ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❛♥② ♦r❞❡r ✐♥ t✐♠❡✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐❞❡❛ ❜② ❣✐✈✐♥❣
t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❲❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ t❤✐r❞✲
♦r❞❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❡
❝♦♥✈❡r❣❡s ✇✐t❤ t✐♠❡ st❡♣s r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❧❡✈❡❧ ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ st❡♣ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ t✐♠❡
st❡♣ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ✐♥ ✷❉✳
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❒åòîäû äåêîìïîçèöèè â çàäà÷àõ àíîìàëüíîãî òðàíñïîðòà

➚áðàøèíà✲➷àäàåâà ❮àòàëüÿ ➹ðèãîðüåâíà✱

Òèìîùåíêî ➮ãîðü ➚íäðååâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ äîöåíò
❊✲♠❛✐❧✿ ③❤❛❞❛❡✈❛❅❜s✉✳❜②✱ t✐♠♦s❤❝❤❡♥❦♦✐❛❅❜s✉✳❜②

Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò ➪åëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà✱
❒èíñê✱ ➪åëàðóñü

➘àííûé îáçîð ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ ðàáîò àâòîðîâ ❬✶✲✹❪✱ ãäå
ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû ÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òðàíñïîð✲
òà â ìíîãîìåðíûõ îáëàñòÿõ ñ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äðîáíîãî
ïîðÿäêà êàê ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé✱ òàê è ïðîñòðàíñòâåííûì✱ â ñëó÷àÿõ ñ
îäíîñòîðîííåé è ñ äâóñòîðîííåé äðîáíîé äèôôóçèåé✱ è ïðèâåäåíû òåîðåìû ñ
óêàçàíèåì çàêîíîìåðíîñòåé ïîâåäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ✳ ➶ ñîîáùåíèè
îáñóæäàþòñÿ äâà ðàçðàáîòàííûõ ïîäõîäà✳ Ïåðâûé èç íèõ îñíîâàí íà ìåòîäå
ðàñùåïëåíèÿ îñíîâíîãî îïåðàòîðà çàäà÷è è ïîñòðîåíèè ðàçëè÷íûõ ìîäèôè✲
êàöèé êîíå÷íî✲ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ ó÷åòîì äèñêðåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèç✲
âîäíûõ äðîáíîãî ïîðÿäêà✳ ➶òîðîé ✲ íà ìåòîäå äåêîìïîçèöèè ïîäîáëàñòåé íà
îñíîâå ðàçíîñòíûõ ñõåì ❬✶✲✹❪✱ ñëåäóÿ ❬✺❪✳ ➶ ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû
êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ è äàåòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýòèõ ïîäõîäîâ✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➚áðàøèíà✲➷àäàåâà❮✳ ➹✳✱ Òèìîùåíêî➮✳➚✳ ✃îíå÷íî✲ðàçíîñòíûå ñõåìû
äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ñ ïðîèçâîäíûìè äðîáíûõ ïîðÿäêîâ â ìíîãî✲
ìåðíîé îáëàñòè ✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✷✵✶✸✳ Ò✳ ✹✾✱ ➑✼✳ Ñ✳ ✶
✕ ✼✳

✷✳ Òèìîùåíêî ➮✳➚✳ ×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äâóõñòîðîííåé
àíîìàëüíîé äèôôóçèè â ìíîãîìåðíîé îáëàñòè ✴✴ ➶åñòíèê ➪➹Ó✱ Ñåðèÿ
✶✳ ✷✵✶✹✳ ➑✶✳ Ñ✳ ✾✻ ✖ ✶✵✵✳

✸✳ ➚áðàøèíà✲➷àäàåâà❮✳ ➹✳✱ Òèìîùåíêî➮✳➚✳ ❮åêîòîðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè✱ ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîäíûå äðîá✲
íûõ ïîðÿäêîâ ✴✴ ❒àòåðèàëû ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ✏Ñåòî÷íûå
ìåòîäû äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ è ïðèëîæåíèÿ✑✱ ✃àçàíü✱ ÐÔ✱ ✷✵✶✻✱ Ñ✳ ✽✲✶✸✳

✹✳ ➚áðàøèíà✲➷àäàåâà❮✳ ➹✳✱ Òèìîùåíêî➮✳➚✳ ➘ðîáíî✲äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ìîäåëü îïèñàíèÿ ýëåêòðîäèôôóçèîííîãî ïðîöåññà è ðàçíîñòíûå ìåòîäû
åå ðåàëèçàöèè ✴✴ ❒àòåðèàëû ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ✏Ñåòî÷íûå
ìåòîäû äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ è ïðèëîæåíèÿ✑✱ ✃àçàíü✱ ÐÔ✱ ✷✵✶✹✱ Ñ✳ ✷✾✲✸✺✳

✺✳ ➷àäàåâà❮✳ ➹✳✱ Ñàìàðñêàÿ➴✳➚✳ ❒åòîä äåêîìïîçèöèè îáëàñòè ðåøåíèÿ
ñåòî÷íûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ ✴✴ ➘èôôåðåíö✳ óðàâíåíèÿ✳ ✶✾✾✾✳ Ò✳ ✸✺✱
➑✷✳ Ñ✳ ✷✷✺ ✕ ✷✸✶✳

✼✸



Ñåêöèÿ ×èñëåííûå ìåòîäû

❮îâàÿ ìåòîäèêà ôîðìóëèðîâêè àëãîðèòìîâ ðàçäåëåíèÿ

îáëàñòè

➚ãîøêîâ ➶àëåðèé ➮âàíîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ❛❣♦s❤❦♦✈❅♠✳✐♥♠✳r❛s✳r✉
➮➶❒ Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❒➹Ó èì✳ ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäîëîãèÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ
ðàçäåëåíèÿ îáëàñòè✱ êîòîðàÿ áàçèðóåòñÿ íà òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ✱
ðåçóëüòàòàõ òåîðèè îáðàòíûõ è íåêîððåêòíûõ çàäà÷✱ ïðèìåíåíèè ñîïðÿæåí✲
íûõ óðàâíåíèé è ñîâðåìåííûõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññàõ✳ ➮äåÿ ýòîé ìåòîäîëî✲
ãèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì✳ Ïîñëå ââåäåíèÿ âíóòðåííåé ãðàíèöû✱ ðàçäåëÿþùåé
èñõîäíóþ îáëàñòü✱ íà íåé çàïèñûâàþòñÿ óñëîâèÿ ñøèâêè äëÿ ðåøåíèé ïîäçà✲
äà÷ â ïîäîáëàñòÿõ✳ ➬àòåì íåêîòîðûå èç óñëîâèé ñøèâêè çàïèñûâàþòñÿ ÷å✲
ðåç ãðàíè÷íûå ôóíêöèè✱ êîòîðûå îáúÿâëÿþòñÿ ➽óïðàâëåíèÿìè➾ è ïîäëåæàò
îòûñêàíèþ âìåñòå ñ ðåøåíèÿìè â ïîäîáëàñòÿõ✳ ➶ êà÷åñòâå óðàâíåíèé çàìû✲
êàíèÿ ïðèíèìàåòñÿ âòîðàÿ ÷àñòü óñëîâèé ñøèâêè✱ êîòîðûå çàïèñûâàþòñÿ íà
âíóòðåííåé ãðàíèöå ➽â ñìûñëå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ➾ ✭âîçìîæíî✱ ñ ââåäå✲
íèåì ðàçëè÷íîãî ðîäà ðåãóëÿðèçàöèé✮✳ Òàêèì îáðàçîì✱ ïîëó÷àåòñÿ çàäà÷à îï✲
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ✱ êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ óæå èçâåñòíûìè èòåðàöèîííûìè
ìåòîäàìè✳ ➶ îïðåäåëåííîì ñìûñëå òàêîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìåòîäîâ ðàçäå✲
ëåíèÿ îáëàñòè ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïðèìåíåíèå ➽ìåòîäà êâàçèðåøåíèé ➶✳✃✳
➮âàíîâà➾ ñ ââåäåíèåì ðåãóëÿðèçàöèè ïî ➚✳❮✳ Òèõîíîâó äëÿ îòûñêàíèÿ ãðà✲
íè÷íûõ ôóíêöèé✱ çàäàâàåìûõ íà âíóòðåííåé ãðàíèöå ðàçäåëåíèÿ îáëàñòåé✳
Ñòîèò îòìåòèòü✱ ÷òî â äàííîé ìåòîäîëîãèè ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ðàçäåëå✲
íèÿ îáëàñòè äîïóñòèìî ðàññìîòðåíèå øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè ✭â ò✳÷✳ ñ íåñèììåòðè÷íûìè îïåðàòîðàìè✱ ñ ïðåîáëàäàþùèìè êîíâåê✲
òèâíûìè ÷àñòÿìè îïåðàòîðîâ è äð✳✮✳

➶ ñèëó ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé✱ ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñâîäèò✲
ñÿ ê ìèíèìèçàöèè âûïóêëîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà✱ è ïðè ðåøåíèè
ýòîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû è çàäà÷è âîçíèêàþò åñòå✲
ñòâåííûì îáðàçîì✳ ➘àííàÿ ìåòîäîëîãèÿ ïðèìåíèìà ê çàäà÷àì ñ îïåðàòîðàìè
ðàçëè÷íûõ òèïîâ✱ ïîðÿäêîâ è ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ✳
Ðàáîòà îñíîâûâàåòñÿ íà ìîíîãðàôèè ❬✶❪✱ â êîòîðîé äàííàÿ ìåòîäîëîãèÿ îïè✲
ñàíà â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷àì ãèäðîòåðìîäèíàìèêè îêåàíîâ è ìîðåé✱ à òàêæå
îáñóæäàþòñÿ ïóòè ðàçâèòèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäõîäîâ è ìåòîäîâ✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔ➮ ✭ãðàíò ◆♦✳ ✶✾✲✵✶✲✵✵✺✾✺✮✳
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➚ãîøêîâ➶✳➮✳ ❒åòîäû ðàçäåëåíèÿ îáëàñòè â çàäà÷àõ ãèäðîòåðìîäèíà✲
ìèêè îêåàíîâ è ìîðåé✳ ➮çáðàííûå òðóäû✱ Ò✳❱■✳ ❒✳✿ ➮➶❒ Ð➚❮✱ ✷✵✶✼✳
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Ðàçíîñòíûå ñõåìû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè

äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà

➚ëèõàíîâ ➚íàòîëèé ➚ëèåâè÷

ê✳ô✳✲ì✳í✳
❊✲♠❛✐❧✿ ❛❧✐❦❤❛♥♦✈✲t♦♠❅②❛♥❞❡①✳r✉

➮íñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è àâòîìàòèçàöèè
✃àáàðäèíî✲➪àëêàðñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà Ð➚❮✱ ❮àëü÷èê✱ Ðîññèÿ

Óðàâíåíèå äèôôóçèè äðîáíîãî ïî âðåìåíè ïîðÿäêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ëèíåéíîå èíòåãðî✲äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå✳ ➴ãî ðåøåíèå íå âñåãäà ìîæ✲
íî íàéòè àíàëèòè÷åñêè✱ ïîýòîìó íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû✳
❰äíàêî✱ â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ✱ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè äèôôå✲
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïî âðåìåíè ïîðÿäêà íà êîêîì✲ëèáî âðåìåí✲
íîì ñëîå íàì íåîáõîäèìà âñÿ èíôîðìàöèÿ ñî âñåõ ïðåäûäóùèõ ñëîåâ✳ Ïîýòîìó
àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïî✲
ðÿäêà ÿâëÿþòñÿ ðåñóðñîåìêèìè äàæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå✳ ➚ ïðè ïåðåõîäå ê
äâóìåðíûì èëè✱ òåì áîëåå✱ òðåõìåðíûì çàäà÷àì ðàñ÷åòíîå âðåìÿ çíà÷èòåëüíî
óâåëè÷èâàåòñÿ✳ Ïîýòîìó ïîñòðîåíèå óñòîé÷èâûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ïîâûøåííî✲
ãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíîé çàäà÷åé✳

➶ ðàáîòå ❬✶❪ áûë ïîñòðîåí ðàçíîñòíûé àíàëîã ✭L2− 1σ ôîðìóëà✮ äðîáíîé
ïðîèçâîäíîé ✃àïóòî â ñïåöèàëüíûõ òî÷êàõ t = tj+σ✱ ãäå σ = 1 − α/2✳ ➴ñëè
àïïðîêñèìèðîâàòü ïðîèçâîäíóþ ✃àïóòî â ýòèõ òî÷êàõ✱ òî óäàåòñÿ ïîëó÷èòü
ðàçíîñòíûé àíàëîã ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè O(τ 3−α)✳ ➶ ðàáîòå
❬✶❪ áûëè ïîñòðîåíû ðàçíîñòíûå ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïî h
è τ ✱ à òàêæå äîêàçàíà èõ óñòîé÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü✳ ➶ ðàáîòå ❬✷❪ ïîñòðîåíà
L2− 1σ ôîðìóëà äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîäíûõ äèñêðåòíî è íåïðåðûâíî ðàñïðåäå✲
ëåííîãî ïîðÿäêîâ✳ Ðàññìîòðåíû ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè
ðàñïðåäåëåííîãî ïîðÿäêà✱ äîêàçàíà èõ óñòîé÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü✳

➶ äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåí ðàçíîñòíûé àíàëîã ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà àï✲
ïðîêñèìàöèè ✭▲✷ ôîðìóëà✮ äëÿ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ✃àïóòî ïîðÿäêà α ∈
(0, 1)✳ ❮à áàçå ▲✷ ôîðìóëû ïîñòðîåíû ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ íà÷àëüíî✲
êðàåâûõ çàäà÷ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äðîáíîãî ïî âðåìåíè ïîðÿäêà✱ à òàêæå
äîêàçàíà èõ óñòîé÷èâîñòü è ñõîäèìîñòü✳ Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áóäóò ïîëåç✲
íû ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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➘åêîìïîçèöèÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî ñèíãóëÿðíî

âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè✲äèôôóçèè ñ

ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè â êâàäðàòå❀ îöåíêè â

ã➻ëüäåðîâûõ íîðìàõ

➚íäðååâ ➶ëàäèìèð ➪îðèñîâè÷✱ ➪åëóõèíà ➮ííà ➹àâðèëîâíà

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð❀ ê✳ô ✕ ì✳í✳✱ âåä✳ ìàòåì✳
❊✲♠❛✐❧✿ ❛♥❞r❡❡✈❅❝♠❝✳♠s✉✳s✉✱ ❜❡❧✉❦❤❅❝♠❝✳♠s✉✳s✉

Ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

Ïðè àíàëèçå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
îáû÷íî íåîáõîäèìà èíôîðìàöèÿ î âåëè÷èíàõ ïðîèçâîäíûõ ïðèáëèæàåìîãî
ðåøåíèÿ✳ ➶ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîì ñëó÷àå ìàêñèìóìû ìîäóëåé ïðîèçâîä✲
íûõ ïîðÿäêà k îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O(ε−σk)✱ ãäå ε > 0 ✖ ìàëûé ïàðàìåòð✳
❮åñìîòðÿ íà òî✱ ÷òî ýòà îöåíêà✱ êàê ïðàâèëî✱ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé✱ îíà ìàëî ýô✲
ôåêòèâíà✳ Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì✱ ÷òî óêàçàííûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûå ïðèíèìà✲
þò òîëüêî â ìàëîé ÷àñòè îáëàñòè✱ íàçûâàåìîé ïîãðàíè÷íûì ñëîåì✳ ➶íå æå
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ✱ êàê ïðàâèëî✱ îãðàíè÷åíû ✭äî ïî✲
ðÿäêà✱ îïðåäåëÿåìîãî ãëàäêîñòüþ âõîäíûõ äàííûõ✮✳ Ïîýòîìó äî ïðîâåäåíèÿ
îöåíîê ðåøåíèå ïîëåçíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿð✲
íîé ñîñòàâëÿþùèõ✳ Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàþò äåêîìïîçèöèåé ðåøåíèÿ✳
Ðàçóìååòñÿ✱ äåêîìïîçèöèÿ íå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî✱ è òîò èëè èíîé âû✲
áîð äåêîìïîçèöèè ñâÿçàí ñî ñïîñîáîì åå äàëüíåéøåãî àíàëèçà è✱ â ïåðâóþ
î÷åðåäü✱ ñî ñïîñîáîì àíàëèçà åå ðåãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé✳ ➮çâåñòíûå äåêîì✲
ïîçèöèè ❬✶❪ ✭ñì✳ òàêæå ëèòåðàòóðó✱ öèòèðîâàííóþ â ❬✷❪✮✱ îáëàäàÿ áîëüøåé
îáùíîñòüþ è øèðîòîé îõâàòà✱ èìåþò ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê ✖ îíè ïðåäú✲
ÿâëÿþò äîâîëüíî æåñòêèå òðåáîâàíèÿ ê ãëàäêîñòè èññëåäóåìîãî ðåøåíèÿ✱ êî✲
òîðûå äàëåêî íå âñåãäà ìîãóò áûòü óäîâëåòâîðåíû✳ ➶ ❬✸❪ ïîñòðîåíà äåêîìïî✲
çèöèÿ ïðè ñóùåñòâåííî îñëàáëåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ
äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè✳ ❮åóëó÷øàåìûå
îöåíêè äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîëó÷åíû â ❬✷✱ ✹❪✳

➶ äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à✿ â îáëàñòè Ω := (0, 1)2

ñ ãðàíèöåé ∂Ω èùåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è

Lu := −ε∆u+ r(x, y)
∂u

∂x
+ q(x, y)u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,

u
∣∣
∂Ω
= g(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω.

(1)

➬äåñü ε ∈ (0, 1] ✖ ìàëûé ïàðàìåòð✱ à r(x, y), q(x, y) ✖ ïîëîæèòåëüíûå êîýô✲
ôèöèåíòû✳

Ýòà çàäà÷à èìååò òðè ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿ✿ ðåãóëÿðíûé ñëîé â îêðåñòíî✲
ñòè ïðàâîé ñòîðîíû êâàäðàòà è äâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñëîÿ â îêðåñòíîñòÿõ
âåðõíåé è íèæíåé ñòîðîí✳

✼✻
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❰ñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñîäåðæèò
Òåîðåìà✳ Ïóñòü r(x, y)✱ q(x, y) è f(x, y) ∈ Ck,λ(Ω)✱ g(y) ∈ Ck+2,λ([0, 1])✳

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ U ✱ óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

LU = f, (x, y) ∈ Ω, U(0, y) = g(y) ≡ g(0, y),

è äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû îöåíêè

ε
∣∣U
∣∣
Ck+2,λ+

∣∣∣∂U
∂x

∣∣∣
Ck,λ

+
√
ε
∣∣∣∂U
∂y

∣∣∣
Ck,λ

+‖U‖Ck,λ 6 c (‖f‖Ck,λ + ε|g|Ck+2,λ + ‖g‖Ck+1,λ) .

➬äåñü | · | è ‖ · ‖ ✖ ïîëóíîðìà è íîðìà â ïðîñòðàíñòâå ➹➻ëüäåðà✳
➘ëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

u(x, y) = U(x, y) + V (x, y),

è U(x, y) ✖ ðåãóëÿðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)✳
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ Øèøêèí➹ ✳➮✳ Ñåòî÷íûå àïïðîêñèìàöèè ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ýë✲
ëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé✳ ➴êàòåðèíáóðã✿ Óð❰ Ð➚❮ ✕
✶✾✾✷✳

✷✳ ➚íäðååâ➶✳➪✳ ❰öåíêè â êëàññàõ ➹➻ëüäåðà ðåãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé
ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè✲äèôôóçèè
✴✴ ➷óðí✳ âû÷èñëèò✳ ìàòåì✳ è ìàòåì✳ ôèç✳ ✷✵✶✼✳ Ò✳ ✺✼✱ ➑✶✷✳ Ñ✳ ✶✾✽✸ ✕
✷✵✷✵✳

✸✳ ❑❡❧❧♦❣❣❘✳❇✳✱ ❙t②♥❡s▼✳ ❈♦r♥❡r s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡
❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✴✴ ❏✳ ❉✐✛❡r✳ ❊q✉❛t✳ ✷✵✵✺✳ ❱ ✷✶✸✳ P✳ ✽✶✕✶✷✵✳

✹✳ ➚íäðååâ➶✳➪✳✱ ➪åëóõèíà➮✳ ➹✳ ❰öåíêè â êëàññàõ ➹➻ëüäåðà ðåøåíèÿ íåîä✲
íîðîäíîé çàäà÷è ➘èðèõëå äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè✲äèôôóçèè ✴✴ ➷óðí✳ âû÷èñëèò✳ ìàòåì✳ è ìàòåì✳
ôèç✳ ✷✵✶✾✳ Ò✳ ✺✾✱ ➑✷✳ Ñ✳ ✷✻✹ ✕ ✷✼✻✳

✺✳ ❐àäûæåíñêàÿ❰✳➚✳✱ Óðàëüöåâà❮✳❮✳❐èíåéíûå è êâàçèëèíåéíûå óðàâíå✲
íèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà✳ ❒✿ ❮àóêà✱ ✶✾✼✶✳

✼✼
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❰ ÷èñëåííîì ðåøåíèè íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé✱ îïèñûâàþùèõ äèôôóçèîííûé õàîñ â

äèññèïàòèâíûõ ñðåäàõ

➚õðîìååâà Òàòüÿíà Ñåðãååâíà✱ ❒àëèíåöêèé ➹åîðãèé ➹åííàäüåâè÷

❊✲♠❛✐❧✿ ♠❛❣❧✐❝❤❡❦❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱ ❣♠❛❧✐♥❅❦❡❧❞②s❤✳r✉

➮íñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì✳ ❒✳➶✳✃åëäûøà Ð➚❮✳✱ ❒îñêâà✱
Ðîññèÿ

Ðàññìîòðåíû ìåòîäû ÷èñëåííîãî àíàëèçà óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä✲
íûõ✱ â êîòîðûõ îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò óñòàíîâèâøèåñÿ õàîòè÷åñêèå
ðåæèìû ✭ñòðàííûå àòòðàêòîðû â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåìàõ✮✳ ➘ëÿ êëàññà
çàäà÷ ñ áûñòðî óáûâàþùèì ñïåêòðîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ïðåäëîæåí ìîäè✲
ôèöèðîâàííûé ìåòîä ➹àëåðêèíà✱ ïîçâîëÿþùèé ó÷åñòü âëèÿíèå âûñøèõ ãàð✲
ìîíèê è áîëåå òî÷íî àïïðîêñèìèðîâàòü èíåðöèàëüíóþ ôîðìó✳

➶ íàñòîÿùåå âðåìÿ è â ôóíäàìåíòàëüíûõ✱ è â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ
áîëüøîå ìåñòî çàíèìàåò èçó÷åíèå ïðîöåññîâ ñàìîîðãàíèçàöèè✳ ❰äíèì èç òè✲
ïîâ ñàìîîðãàíèçàöèè ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêèå✱ òóðáóëåíòíûå ðåæèìû✱ è✱ â ÷àñò✲
íîñòè✱ äèôôóçèîííûé õàîñ â ñèñòåìàõ ðåàêöèÿ✲äèôôóçèÿ ❬✶❪✳ ✃ðàåâûå çàäà÷è
äëÿ òàêèõ ñèñòåì íåêîððåêòíû ïî ➚äàìàðó✳ ➮õ ðåøåíèÿ îáëàäàþò íå óñòîé✲
÷èâîñòüþ ïî íà÷àëüíûì äàííûì✱ à✱ íàïðîòèâ✱ ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê òàêîâûì✳
➬à âðåìÿ✱ íàçûâàåìîå ãîðèçîíòîì ïðîãíîçà✱ âîçìóùåííîå ðåøåíèå óæå íå äà✲
åò èíôîðìàöèè îá èñõîäíîì✳ ➴ñòåñòâåííî✱ òàêèìè æå ñâîéñòâàìè îáëàäàþò è
ìîäåëèðóåìûå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû✱ è ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
êðàåâûõ çàäà÷✳ Òåì íå ìåíåå✱ îñíîâíîé èíòåðåñ çäåñü ïðåäñòàâëÿþò óñòàíî✲
âèâøèåñÿ ðåæèìû✱ êîòîðûå åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê àòòðàêòîðû äè✲
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå✳

➶ ýòîé ñâÿçè âîçíèêàþò äâå îñíîâíûå ïðîáëåìû✳ Ïåðâàÿ ✕ ñðàâíåíèå ðåøå✲
íèé èñõîäíîé çàäà÷è è å➻ ðàçëè÷íûõ àïïðîêñèìàöèé✱ èñïîëüçóåìûõ ïðè ÷èñ✲
ëåííîì ìîäåëèðîâàíèè✱ òàê êàê èç✲çà ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê íà÷àëüíûì äàííûì
áåññìûñëåííî ñðàâíèâàòü ðåøåíèÿ íà îäíè è òå æå ìîìåíòû âðåìåíè✳ ➶òî✲
ðàÿ ✕ îáùàÿ äëÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ïðîáëåìà ñîïîñòàâëåíèÿ ✭áåñ✲
êîíå÷íîìåðíûì✮ óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ✭êîíå÷íîìåðíûõ✮ äèíà✲
ìè÷åñêèõ ñèñòåì✱ êîòîðûå áóäóò èññëåäîâàòüñÿ â õîäå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñ✲
ïåðèìåíòà✳ ➮çó÷åíèå ïîäîáíûõ çàäà÷ äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì ðåàêöèÿ✲
äèôôóçèÿ áûëî íà÷àòî â ✶✾✾✵✲õ ãîäàõ ïî èíèöèàòèâå ➚✳➚✳ Ñàìàðñêîãî✳ ❰ñ✲
íîâíàÿ èäåÿ çäåñü ñâÿçàíà ñ ïåðåíîñîì â ýòó îáëàñòü ìåòîäîâ è ÷èñëåííûõ
àëãîðèòìîâ✱ ñîçäàííûõ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ äèíàìè÷å✲
ñêèõ ñèñòåì íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì
ñîïîñòàâèòü íå ñàìè ðåøåíèÿ✱ à ôóíêöèîíàëû íà òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì ✭êîòîðûå✱ ê òîìó æå✱ èìåþ ÿñíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë✮✳ ✃ íèì ìîæ✲
íî îòíåñòè èíâàðèàíòíûå ìåðû ✭òî÷íåå✱ èõ ïðîåêöèè íà êîíå÷íîìåðíûå ïðî✲

✼✽
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ñòðàíñòâà✮✱ ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè ïîñòðîåííûõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé✱ ôðàê✲
òàëüíûå ðàçìåðíîñòè ❬✷❪✳

➶òîðàÿ ïðîáëåìà ìîæåò ðåøàòüñÿ íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ òåîðèè ñàìîîð✲
ãàíèçàöèè ✕ ïðåäñòàâëåíèÿ î ïàðàìåòðàõ ïîðÿäêà✳ Òàêîâûìè✱ êàê áûëî äîêà✲
çàíî✱ ÿâëÿþòñÿ àìïëèòóäû ïåðâûõ Ôóðüå✲ãàðìîíèê ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî
ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå✱ åñëè àòòðàêòîð èñõîäíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ êîíå÷✲
íîìåðíûì✳ ➪îëåå òîãî✱ îêàçàëîñü✱ ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîìåðíàÿ äèíàìè÷å✲
ñêàÿ ñèñòåìà✱ îïðåäåëÿþùàÿ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà ✭èíåðöèàëüíàÿ
ôîðìà✮✱ êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò äèíàìèêó ñîîòâåòñòâóþùèõ Ôóðüå✲ãàðìîíèê èñ✲
õîäíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ✳ Ïðè ýòîì îñòàëüíûå ãàðìîíèêè â
ïðèíöèïå ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé✱ â êîòî✲
ðóþ ïàðàìåòðû ïîðÿäêà âõîäÿò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ❬✷❪✳ Òðóäíîñòü ñîñòîèò
â òîì✱ ÷òî ìû èìååì äåëî ñ òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ è íå ìîæåì ïðåäúÿâèòü
èíåðöèàëüíóþ ôîðìó â ÿâíîì âèäå✱ è âûíóæäåíû èìåòü äåëî ñ å➻ àïïðîêñèìà✲
öèÿìè✳ ❰÷åâèäíûé ïîäõîä✱ êîòîðûé ➹✳ Õàêåí íàçâàë àäèàáàòè÷åñêèì èñêëþ✲
÷åíèåì ïåðåìåííûõ✱ ñîñòîèò â òîì✱ ÷òîáû ïîñòðîèòü ãàëåðêèíñêîå ïðèáëè✲
æåíèå äëÿ ïåðâûõ ãàðìîíèê ✭èõ äîëæíî áûòü íå ìåíüøå✱ ÷åì ðàçìåðíîñòü
èíåðöèàëüíîé ôîðìû✮✱ îòáðîñèâ âñå îñòàëüíûå✳ ❰äíàêî ìîæíî ïðåäëîæèòü
áîëåå òî÷íûé è êîððåêòíûé ïîäõîä✱ ðàññìàòðèâàÿ äëÿ íåêîãî íàáîðà âûñøèõ
ãàðìîíèê ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó è ó÷èòûâàÿ å➻ ðåøåíèå êàê ïîïðàâêó ê
ñîîòâåòñòâóþùåé ãàë➻ðêèíñêîé ñèñòåìå✳ Ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîä✲
õîäà ìîæåò áûòü ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ïðèìåðå êðàåâîé çàäà÷è✱ èìåþùåé
ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ñèñòåì ðåàêöèÿ✲äèôôóçèÿ

Wt = W + (1 + ic1)Wxx − (1 + ic2)W |W |2
Wx (0, t) = Wx (1, t) = 0,W (x, 0) = W0 (x) ,

0 ≤ t <∞, 0 < x ≤ ∞

➘ëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ äîêàçàíà êîíå÷íîìåðíîñòü àòòðàêòîðà✱ ïîëó÷åíà çà✲
âèñèìîñòü ðàçìåðíîñòè îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ✭c1✱ c2 è l✮ è èìååòñÿ äåòàëüíàÿ
èíôîðìàöèÿ î ïîâåäåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé â íåáîëüøèõ ïðîñòðàí✲
ñòâåííûõ îáëàñòÿõ✳ Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔ➮ ✭ïðîåêòû ✶✾✲✵✶✲
✵✵✻✵✶ è ✶✽✲✵✶✲✵✵✻✶✾✮✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➚õðîìååâàÒ✳Ñ✳✱ ✃óðäþìîâÑ✳Ï✳✱ ❒àëèíåöêèé➹✳ ➹✳✱ Ñàìàðñêèé➚✳➚✳
Ñòðóêòóðû è õàîñ â íåëèíåéíûõ ñðåäàõ✳ ✕ ❒✳✿ Ô➮➬❒➚Ò❐➮Ò✱ ✷✵✵✾✳ ✕
✹✽✽ ñ✳

✷✳ ❒àëèíåöêèé➹✳ ➹✳✱ Ïîòàïîâ➚✳➶✳✱ Ïîäëàçîâ➚✳➶✳ ❮åëèíåéíàÿ äèíàìèêà✿
Ïîäõîäû✱ ðåçóëüòàòû✱ íàäåæäû✳ ✖ ❒✳✿ ✃îì✃íèãà✱ ✷✵✵✻✳ ✷✽✵ñ✳ ✖ ✭Ñèíåð✲
ãåòèêà✿ îò ïðîøëîãî ê áóäóùåìó✮✳

✼✾
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Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷

✃îøè

➪åëîâ ➚ëåêñàíäð ➚ëåêñàíäðîâè÷✶

✃àëèòêèí ❮èêîëàé ❮èêîëàåâè÷✷

✶✿ ê✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✷✿ ÷ëåí✲êîððåñïîíäåíò Ð➚❮✱ ïðîôåññîð✱ ➮íñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èìåíè ❒✳➶✳✃åëäûøà

Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❊✲♠❛✐❧✿ ❛❛✳❜❡❧♦✈❅♣❤②s✐❝s✳♠s✉✳r✉✱ ❦❛❧✐t❦✐♥❅✐♠❛♠♦❞✳r✉

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ✃îøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

du/dt = f(u, t), 0 < t < T, u(0) = u0,

ãäå u, f ∈ RM ✳ ➬àäà÷ó íàçûâàþò æåñòêîé✱ åñëè êîìïîíåíòû âåêòîðà f íà
ìíîãî ïîðÿäêîâ ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé èëè ðåçêî ìåíÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè
îò t✳ Òàêèå çàäà÷è èññëåäóþòñÿ ñ ✶✾✺✷ ãîäà✱ è äëÿ íèõ ñîçäàí ðÿä íåïëîõèõ
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ✳ ❰äíàêî äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ íåìàëî ñèòóàöèé✱ â êîòîðûõ
ýòè ìåòîäû ôàêòè÷åñêè îòêàçûâàþò✿ ðåçóëüòàòû âíåøíå ïðàâäîïîäîáíû✱ íî
òùàòåëüíîå èññëåäîâàíèå âûÿâëÿåò èõ îøèáî÷íîñòü✳ ➶ äàííîé ðàáîòå äàþòñÿ
ðåêîìåíäàöèè ïî ïîâîäó èçâåñòíûõ ìåòîäîâ è ïðåäëàãàþòñÿ íîâûå ìåòîäû✱
êîòîðûå â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïîçâîëÿþò ïðåîäîëåòü óêàçàííûå òðóäíîñòè✳

10✳ ➘ëÿ æåñòêèõ çàäà÷ ðåêîìåíäóåòñÿ ïåðåéòè ê íîâîìó àðãóìåíòó✿ âìåñòî
t âçÿòü äëèíó äóãè l èíòåãðàëüíîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâåRM+1 dl2 = dt2+du2✳
➘ëÿ íåæåñòêèõ ñèñòåì ýòîò ïðèåì òàêæå îáëåã÷àåò ÷èñëåííûé ðàñ÷åò✳ Ýòîò
ïðèåì èçâåñòåí äàâíî✱ íî✱ ê ñîæàëåíèþ✱ ïîêà ìàëî ðàñïðîñòðàíåí✳

20✳ ➷åñòêèå ñèñòåìû ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî ðàññ÷èòûâàòü ñ ïîñòîÿí✲
íûì øàãîì✳ ❮àäî ñèëüíî ñãóùàòü øàã â ìîìåíòû ðåçêîãî èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ✳
❰áû÷íî èñïîëüçóþò àâòîìàòè÷åñêèé âûáîð øàãà ëèáî ïî âëîæåííîé ñõåìå✱
ëèáî ïî ëîêàëüíîìó ñãóùåíèþ øàãà✳ ❒û ïðåäëîæèëè áîëåå ïåðñïåêòèâíûé
ìåòîä ✕ âûáîð øàãà h = ∆l ïî êðèâèçíå κ èíòåãðàëüíîé êðèâîé â ïðîñòðàí✲
ñòâå RM+1 h ∼ κ−0.4✳ Òàêîé øàã îïòèìàëüíî îáåñïå÷èâàåò ñðåäíåêâàäðàòè÷✲
íóþ áëèçîñòü èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ â ìåòðèêå Õàóñäîðôà✳

➪ûëè ïîñòðîåíû äâà âèäà ôîðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèâèçíû✳ Ïåðâûé ñïî✲
ñîá èñïîëüçóåò çíà÷åíèå ìàòðèöû ßêîáè ïðàâûõ ÷àñòåé✳ ➴ãî ïîðÿäîê òî÷íî✲
ñòè ðàâåí ïîðÿäêó òî÷íîñòè èñïîëüçóåìîé ñõåìû✳ Ýòîò ñïîñîá îðèåíòèðîâàí
íà èñïîëüçîâàíèå íåÿâíûõ ñõåì✳ ➶òîðîé ñïîñîá îðèåíòèðîâàí íà ÿâíûå ñõåìû
Ðóíãå✲✃óòòû è âûðàæàåò çíà÷åíèå êðèâèçíû ÷åðåç çíà÷åíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé
íà ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàäèÿõ✳ ➴ãî òðóäîåìêîñòü íè÷òîæíà✱ îäíàêî ìîãóò âîç✲
íèêíóòü ïðîáëåìû ñ ïîðÿäêîì òî÷íîñòè✳

30✳ Óêàçàííûé âûáîð øàãà îáåñïå÷èâàåò õîðîøóþ íàäåæíîñòü ðàñ÷åòîâ
äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ÿâíûõ ñõåì íåâûñîêèõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè p ≤ 4
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Ñåêöèÿ ×èñëåííûå ìåòîäû

✭íàïðèìåð✱ ÿâíûõ ñõåì Ðóíãå✲✃óòòû✮✳ Ýòî ïîäòâåðæäåíî ðàñ÷åòàìè ðÿäà ìî✲
äåëüíûõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷✱ ÿâëÿþùèõñÿ äîñòàòî÷íî òðóäíûìè ✭íàïðèìåð✱
çàäà÷ ðåàëüíîé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè✮✳ ➮ñïîëüçîâàíèå ÿâíûõ ñõåì êàðäèíàëü✲
íî óìåíüøàåò òðóäîåìêîñòü ðàñ÷åòîâ✳

➴ñëè æåñòêîñòü çàäà÷è î÷åíü âûñîêà✱ òî íàäåæíîñòü ÿâíûõ ñõåì ìîæåò
îêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷íîé✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü îäíî✲
ñòàäèéíóþ ÿâíî✲íåÿâíóþ ñõåìó Ðîçåíáðîêà ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòà✲
ìè✳ ❰íà èìååò òî÷íîñòü O(h2) è îáëàäàþò L2✲óñòîé÷èâîñòüþ✱ ÷òî äåëàåò åå
óíèêàëüíîé✳ ❰äíàêî ýòà ñõåìà òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû ßêîáè✱ ïîýòîìó
òðóäîåìêîñòü ðàñ÷åòîâ âîçðàñòàåò✳

➮íîãäà âñòðå÷àþòñÿ ñâåðõæåñòêèå çàäà÷è✱ äëÿ êîòîðûõ ñõåìà Ðîçåíáðî✲
êà íåäîñòàòî÷íî íàäåæíà✳ Òîãäà ñëåäóåò ïðèìåíèòü îáðàòíóþ ñõåìó Ýéëåðà
òî÷íîñòè O(h)✳ Ðàñ÷åò îäíîãî øàãà ïðè ýòîì âêëþ÷àåò èòåðàöèîííûé ïðî✲
öåññ✳ ✃àæäàÿ èòåðàöèÿ òàêîãî ïðîöåññà ïî òðóäîåìêîñòè ýêâèâàëåíòíà ñõåìå
Ðîçåíáðîêà✳

40✳ ➪îëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ ïàêåòîâ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì îãðàíè÷è✲
âàåòñÿ îäíîêðàòíûì ðàñ÷åòîì íà òîé ñåòêå✱ êîòîðóþ âûáðàë àâòîìàò øà✲
ãà✳ Ðåàëüíî ïîëó÷åííàÿ ïðè ýòîì òî÷íîñòü ìîæåò áûòü êàê áîëüøå✱ òàê è
ìåíüøå çàïðîøåííîé ïîëüçîâàòåëåì✳ ➘ëÿ íåæåñòêèõ ñèñòåì ýòè ïàêåòû äàþò
âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû✳ ❰äíàêî äëÿ ñèñòåì âûñîêîé æåñòêî✲
ñòè íåðåäêî ôàêòè÷åñêàÿ òî÷íîñòü ìîæåò áûòü íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ õóæå
çàïðîñîâ ïîëüçîâàòåëÿ✳

➴äèíñòâåííûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêè òî÷íîñòè ✕ ýòî
ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòà íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê ñ îöåíêîé ïî✲
ãðåøíîñòè ïî ìåòîäó Ðè÷àðäñîíà✳ ➘ëÿ íåæåñòêèõ ñèñòåì òàêîé ïîäõîä ëåã✲
êî ðåàëèçóåòñÿ✳ ❰äíàêî äëÿ æåñòêèõ ñèñòåì ðåàëèçîâàòü åãî íåïðîñòî✳ ❮àì
óäàëîñü ðàçðàáîòàòü òàêóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòîê✱
êîòîðàÿ äàæå â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî æåñòêèõ çàäà÷ ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ìåòîä
Ðè÷àðäñîíà è äàòü àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ✳

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔ➮ ➑ ✶✽✲✵✶✲✵✵✶✼✺✳
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➪åëîâ ➚✳➚✳✱ ✃àëèòêèí ❮✳❮✳ Ýêîíîìè÷íûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðè✲
ðîâàíèÿ çàäà÷è ✃îøè äëÿ æåñòêèõ ñèñòåì ❰➘Ó ✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ✳ ✷✵✶✾✳ Ò✳ ✺✺✱ ➑ ✼✳ ➶ ïå÷àòè✳

✷✳ ➷îëêîâñêèé ➴✳✃✳✱ ➪åëîâ ➚✳➚✳✱ ✃àëèòêèí ❮✳❮✳ ✴✴ Ïðåïðèíòû ➮Ï❒ èì✳
❒✳➶✳✃åëäûøà✳ ✷✵✶✽✳ ➑✷✷✼✳

✸✳ ➪óëàòîâ Ï✳➴✳✱ ➪åëîâ ➚✳➚✳✱ ✃àëèòêèí ❮✳❮✳ ✴✴ Ïðåïðèíòû ➮Ï❒ èì✳
❒✳➶✳✃åëäûøà✳ ✷✵✶✽✳ ➑✶✼✸✳
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Ñåêöèÿ ×èñëåííûå ìåòîäû

❐îêàëüíî✲îäíîìåðíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ

ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà

➪åøòîêîâ ❒óðàò Õàìèäáèåâè÷

ê✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ äîöåíò
❊✲♠❛✐❧✿ ❜❡s❤t♦❦♦✈✲♠✉r❛t❅②❛♥❞❡①✳r✉

➮íñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è àâòîìàòèçàöèè
✃àáàðäèíî✲➪àëêàðñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà Ð➚❮✱ ❮àëü÷èê✱ Ðîññèÿ

➶ öèëèíäðå QT = G × [0 ≤ t ≤ T ]✱ îñíîâàíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ♣✲
ìåðíûé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä G = {x = (x1, x2, .., xp) : 0 ≤ xk ≤
lk, k = 1, 2, ..., p} ñ ãðàíèöåé Γ, G = G+ Γ, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

∂u

∂t
= Lu+ α

∂

∂t
Lu+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1.1)

u
∣∣∣
Γ
= µ(x, t), 0 ≤ t ≤ T, G = G+ ➹, (1.2)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, (1.3)

ãäå Lu =
p∑

k=1

Lku, Lku = ∂
∂xk

(
Θk(x, t)

∂u
∂xα

)
+ rk(x, t)

∂u
∂xk

− qk(x, t)u, k =

1, 2, ..., p, 0 < c0 ≤ Θk(x, t) ≤ c1, |rk| ≤ c2, qk > 0, c0, c1, c2− ïîëîæèòåëüíûå
ïîñòîÿííûå✳

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå ✭✶✳✶✮✱ òîãäà óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ✭✶✳✶✮ íà 1
αe

1
α
t è

èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî τ îò ✵ äî t✱ ïîëó÷èì

Bα0tu = Lu+ f̃(x, t), α > 0,

ãäå Bα0tu = 1
α

t∫
0

e−
1
α
(t−ξ)uξdξ, f̃(x, t) =

1
α

t∫
0

e−
1
α
(t−ξ)f(x, ξ)dξ − e−

1
αLu0(x).

➶ìåñòî ✭✶✳✶✮ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ñ ìàëûì ïàðàìåò✲
ðîì

εut + Bα0tu = Lu+ f(x, t), L =

p∑

k=1

Lk, (x, t) ∈ QT , (1.4)

ãäå ε = const > 0.

❮à êàæäîì ïîëóèíòåðâàëå ∆k =
(
tj+k−1

p
, tj+k

p

]
, k = 1, 2, ..., p áóäåì ïî✲

ñëåäîâàòåëüíî ðåøàòü çàäà÷è

£kϑ(k) = 0, x ∈ G, t ∈ ∆k, k = 1, 2, ..., p, (1.5)

ϑ(k) = µ(x, t) ïðè x ∈ ➹k,

✽✷
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ïîëàãàÿ ïðè ýòîì

ϑ(1)(x, 0) = u0(x), ϑ(1)(x, tj) = ϑ(p)(x, tj), (1.6)

ϑ(k)(x, tj+k−1
p
) = ϑ(k−1)(x, tj+k−1

p
), k = 2, 3, ..., p; j = 0, 1, .., j0 − 1,

ãäå Γk− ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê ïî íàïðàâëåíèþ xk. Ðàññìîòðèì óðàâ✲
íåíèå ✭✶✳✺✮ ïðè ôèêñèðîâàííîì k ñ âîçìóùåííûì îïåðàòîðîì L̃k :

ε

p
ϑt +

1

p
Bα0tϑ(k) − L̃kϑ(k) + f(k) t ∈ ∆k, k = 1, 2, ..., p, (1.7)

ãäå L̃kϑ(k) = χk
∂
∂xk

(
Θk(x, t)

∂ϑ(k)
∂xk

)
+rk(x, t)

∂ϑ(k)
∂xk

−qk(x, t)ϑ(k), χk =
1

1 +Rk
, Rk =

0.5hk
|rk|
Θk

− ðàçíîñòíîå ÷èñëî Ðåéíîëüäñà✳

✃àæäîå èç óðàâíåíèé ✭✶✳✼✮ çàìåíèì ðàçíîñòíîé ñõåìîé

ε

p
y
j+k

p

t̄ +
1

p

pj+k∑

s=1

(
e
− 1

α
t
j+k−s

p − e
− 1

α
t
j+k−s+1

p

)
y

s
p

t
=

= Λ̃k

(
σky

j+k
p + (1− σk)y

j+k−1
p

)
+ ϕ

j+k
p

k , x ∈ ωh, k = 1, 2, ..., p, (1.8)

yj+
k
p |γh,k = µj+

k
p , j = 0, 1, ..., j0 − 1,

y(x, 0) = u0(x), k = 1, 2, ..., p,

σk−ïðîèçâîëüíûå ïàðàìåòðû✱γh,k− ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ ïî íàïðàâëåíèþ xk

óçëîâ✱ Λ̃ky
j+k

p = χk

(
aky

j+k
p

x

)
xk
+ b+k a

(+1)
k y

j+k
p

xk + b−k aky
j+k

p

xk
− dky

j+k
p ,r+k = 0.5(rk+

|rk|) ≥ 0, r−k = 0.5(rk − |rk|) ≤ 0, b+k =
r+k
Θk
, b−k =

r−k
Θk
, rk = r+k + r−k ✳

Òåîðåìà✳ Ïóñòü çàäà÷à ✭✶✳✷✮ ✲ ✭✶✳✹✮ èìååò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå ðå✲
øåíèå u(x, t) â QT ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ε è ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå â QT ïðî✲
èçâîäíûå ∂2u

∂t2 ,
∂4u

∂x2k∂x
2
ν
, ∂3u
∂x2k∂t

, ∂2f
∂x2k
, 1 ≤ k, ν ≤ p, k 6= ν, 0 < α < 1, òîãäà

ðåøåíèå ðàçíîñòíîé çàäà÷è ✭✶✳✽✮ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåí✲

öèàëüíîé çàäà÷è ✭✶✳✶✮✲ ✭✶✳✸✮ ñî ñêîðîñòüþO

(
h2

ε
+
τ

ε2
+ ε

)
, h2 = o(ε), τ =

o
(
ε2
)
✱ ãäå ε− ìàëûé ïàðàìåòð✳

❰÷åâèäíî✱ ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ íàèëó÷øèì îáðà✲
çîì✱ åñëè âûáðàòü ε = τ

1
3 ïðè ëþáûõ α > 0✳
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✶✳ Ñàìàðñêèé➚✳➚✳✱ ➹óëèí➚✳➶✳ Óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì✳ ❒✳✿ ❮àóêà✱
✶✾✼✸✳

✽✸



Ñåêöèÿ ×èñëåííûå ìåòîäû

Ðåäóêöèÿ ðàçìåðíîñòè â çàäà÷àõ ðàâíîìåðíîé

ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè

➪îãàòûðåâ ➚íäðåé ➪îðèñîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð Ð➚❮
❊✲♠❛✐❧✿ ❛❜✳❜♦❣❛t②r❡✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

➮➶❒ Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

➬àäà÷è ðàâíîìåðíîé ✭÷åáûøåâñêîé✮ ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè âîçíè✲
êàþò â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ çíàíèé è èìåþò êàê àêàäåìè÷åñêèé èíòåðåñ✱
òàê è òåõíîëîãè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ✳ ➮õ ÷èñëåííîå ðåøåíèå èçâåñòíî ñâîåé
òðóäíîñòüþ èç✲çà íåóñòîé÷èâîñòè✱ âíóòðåííå ïðèñóùåé ýòèì çàäà÷àì✳ Ýòè
òðóäíîñòè ìîæíî ïðåîäîëåòü✱ åñëè èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ ïîäñòàíîâêè
ñïåöèàëüíîãî âèäà✱ âîçíèêàþùèå èç ñâîéñòâà àëüòåðíàíñà✱ õàðàêòåðèçóþùå✲
ãî ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➪îãàòûðåâ ➚✳➪✳✱ Ýêñòðåìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû è ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè
✕ ❒Ö❮❒❰✱ ✷✵✵✺✱ ❙♣r✐♥❣❡r ✷✵✶✷

✷✳ ❇♦❣❛t②r❡✈✱ ❆✳ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ st❛❜✐❧✐t②
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✴✴❈❛❧❝♦❧♦ ✹✶ ✭✷✵✵✹✮✱ ♥♦✳ ✹✱ ✷✹✼✕✷✺✻

✸✳ ❆♥❞r❡✐ ❇♦❣❛t②r❄✈✱ ❘❡❝❡♥t Pr♦❣r❡ss ✐♥ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼✉❧t✐❜❛♥❞ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧
❋✐❧t❡rs ✭❈❤❛♣t❡r ✐♥ ❜♦♦❦✮ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❙♣r✐♥❣❡r
❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ■ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✶✹✺✱ ❡❞s✳ ■✳❈✳❉❡♠❡tr✐♦✉✱ P✳▼✳P❛r❞❛❧♦s✱
❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✾✱ ✶✸✺✲✶✺✵

✽✹
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Ðàáîòû ➚✳➚✳ Ñàìàðñêîãî ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå

➶àáèùåâè÷ Ïåòð ❮èêîëàåâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ✈❛❜✐s❤❝❤❡✈✐❝❤❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

➮íñòèòóò ïðîáëåì áåçîïàñíîãî ðàçâèòèÿ àòîìíîé ýíåðãåòèêè Ð➚❮✱
❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

Ñòàíîâëåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè â Ñîâåòñêîì Ñîþçå ïðîèçîøëî
íà îñíîâå ðåøåíèÿ íàèáîëåå ñëîæíûõ è èñêëþ÷èòåëüíî âàæíûõ äëÿ ñòðà✲
íû íàó÷íî✲òåõíè÷åñêèõ ïðîáëåì ñîçäàíèÿ àòîìíîãî îðóæèÿ è ñðåäñòâ åãî
äîñòàâêè✳ ➶ ýòèõ ðàáîòàõ ïðèíÿë ñàìîå àêòèâíîå ó÷àñòèå ➚✳➚✳ Ñàìàðñêèé✳
Ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ îáîðîííûõ çàäà÷ îòðàáîòàòû îñíîâíûå âû÷èñëè✲
òåëüíûå òåõíîëîãèè✱ ñëîæèëàñü ñîâðåìåííàÿ êîíöåïöèÿ ïðîâåäåíèÿ íàó÷íûõ
èññëåäîâàíèé íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòåëüíîãî
ýêñïåðèìåíòà✳

➶ äîêëàäå âûäåëåíû îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû ➚ëåêñàíäðà ➚íäðååâè✲
÷à Ñàìàðñêîãî ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå✳ ❰íè íàìíîãî îïåðåäèëè âðåìÿ
è ÿâëÿþòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðåòè÷åñêîé îñíîâîé ñîâðåìåííûõ âû÷èñëè✲
òåëüíûõ òåõíîëîãèé✳ ➬àòðàãèâàåìûå ïðîáëåìû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè
ìíîãîêðàòíî îáñóæäàëèñü ñ ➚ëåêñàíäðîì ➚íäðååâè÷åì✳ ❮àèáîëåå èíòåíñèâ✲
íûìè äèñêóññèè áûëè â êîíöå ✾✵✲õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ïðè ïîäãîòîâêå
ìàòåðèàëîâ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ íà ➹îñóäàðñòâåííóþ ïðåìèþ Ðîññèè✱ êîòîðóþ
➚✳➚✳ Ñàìàðñêèé ïîëó÷èë â ✶✾✾✾ ãîäó çà öèêë ðàáîò ïî òåîðèè ðàçíîñòíûõ
ñõåì✳

✽✺



Ñåêöèÿ ×èñëåííûå ìåòîäû

Óñòîé÷èâûé ìåòîä ðàñ÷åòà íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé â

îáëàñòÿõ ñ èçìåíÿþùåéñÿ ãðàíèöåé

➶àñèëåâñêèé Þðèé ➶èêòîðîâè÷

÷ë✳✲êîð✳ Ð➚❮✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ②✉r✐✳✈❛ss✐❧❡✈s❦✐❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

➮➶❒ Ð➚❮✱ ❒ÔÒ➮✱ ❒➹Ó✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

➶ äîêëàäå ïðåäñòàâëåí óñòîé÷èâûé ìåòîä êîíå÷íî✲ýëåìåíòíîãî ðàñ÷åòà
íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé â îáëàñòÿõ ñ èçìåíÿþùåéñÿ ãðàíèöåé✳ Øàã ïî âðåìåíè
íå çàâèñèò îò ðàçìåðà ñåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ✱ ïðè÷åì íà êàæäîì âðåìåííîì øà✲
ãå íóæíî ðåøàòü òîëüêî îäíó ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé✳ Ðàññìàòðèâàþòñÿ
ñëó÷àé âçàèìîäåéñòâèÿ òå÷åíèÿ è óïðóãèõ ñòåíîê ✭❋❙■✮ è ñëó÷àé óðàâíåíèé
❮àâüå✲Ñòîêñà â îáëàñòè ñ çàäàííîé êèíåìàòèêîé ãðàíèöû✳ Ñâîéñòâà ñõåìû
ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ïðèìåðå íåñêîëüêèõ òåñòîâûõ çàäà÷ è ãåìîäèíàìè÷å✲
ñêèõ ïðèëîæåíèé✳

➶ ÷àñòíîñòè✱ ðàññìàòðèâàþòñÿ äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå òå÷åíèÿ â òðóá✲
êàõ ñî ñòåíêàìè✱ çàäàííûìè íåëèíåéíûìè ãèïåðýëàñòè÷íûìè ìîäåëÿìè✱ âçà✲
èìîäåéñòâèÿ ìåæäó âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ è íåëèíåéíî óïðóãèìè
ëåïåñòêàìè â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå✱ äëÿ êîòîðîé èçâåñòíû ýêñïåðèìåíòàëü✲
íûå äàííûå✱ ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ❒ÐÒ✳ Òàêæå áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàí
ðàñ÷åò òå÷åíèÿ â ëåâîì æåëóäî÷êå ñåðäöà ÷åëîâåêà✱ äâèæåíèå ñòåíêè êîòîðî✲
ãî âîññòàíîâëåíî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ✃Ò èçîáðàæåíèé✳

Ýòà ðàáîòà âûïîëíåíà ñîâìåñòíî ñ ❒✳➚✳❰ëüøàíñêèì ✭Óíèâåðñèòåò
Õüþñòîíà✮✱ ➚✳➚✳➘àíèëîâûì ✭➮➶❒ Ð➚❮✮✱ ➚✳➶✳❐îçîâñêèì ✭➮➶❒ Ð➚❮✮ è
➶✳Þ✳Ñàëàìàòîâîé ✭Ñå÷åíîâñêèé óíèâåðñèòåò✮✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ▲♦③♦✈s❦✐②❆✳❱✳ ❖❧s❤❛♥s❦✐✐▼✳❆✳✱ ❙❛❧❛♠❛t♦✈❛❱✳❨✳✱ ❱❛ss✐❧❡✈s❦✐❨✳❱✳
❆♥ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t ❋❙■ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞
✴✴ ❈♦♠♣✉t✳▼❡t❤♦❞s ❆♣♣❧✳▼❡❝❤✳❊♥❣r❣✳ ✷✵✶✺✳ ❱✳ ✷✾✼✱ P✳ ✹✸✼✕✹✺✹✳

✷✳ ❉❛♥✐❧♦✈❆✳❆✳✱ ▲♦③♦✈s❦✐②❆✳❱✳ ❖❧s❤❛♥s❦✐✐▼✳❆✳✱ ❱❛ss✐❧❡✈s❦✐❨✳❱✳ ❆ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ♠♦✈✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❤❡♠♦❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ✈❡♥tr✐❝❧❡ ✴✴ ❘✉ss✐❛♥ ❏✳ ◆✉♠❡r✳ ❆♥❛❧✳
▼❛t❤✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ✷✵✶✼✳ ❱✳ ✸✷✱ P✳ ✷✷✺✕✷✸✻✳

✸✳ ▲♦③♦✈s❦✐②❆✳❱✳ ❖❧s❤❛♥s❦✐✐▼✳❆✳✱ ❱❛ss✐❧❡✈s❦✐❨✳❱✳ ❆ q✉❛s✐✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞♦♠❛✐♥
✴✴ ❈♦♠♣✉t✳▼❡t❤♦❞s ❆♣♣❧✳▼❡❝❤✳❊♥❣r❣✳ ✷✵✶✽✳ ❱✳ ✸✸✸✱ P✳ ✺✺✕✼✸✳

✹✳ ▲♦③♦✈s❦✐②❆✳❱✳ ❖❧s❤❛♥s❦✐✐▼✳❆✳✱ ❱❛ss✐❧❡✈s❦✐❨✳❱✳ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❛ss❡ss♠❡♥t
♦❢ ❛ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ❋❙■ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✴✴ ❈♦♠♣✳✫❋❧✉✐❞s✳ ✷✵✶✾✳ ❱✳ ✶✼✾✱
P✳ ✷✼✼✕✷✽✽✳
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❒îäåëè è àëãîðèòìû äëÿ çàäà÷ ýëåêòðîìàãíèòíîãî

óñêîðåíèÿ ïðîâîäÿùèõ ìàêðîòåë

➹àëàíèí ❒èõàèë Ïàâëîâè÷✶

Ñîðîêèí ➘ìèòðèé ❐åîíèäîâè÷✷

✶✿ ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð✱ ãë✳ í✳ ñ✳ ➮Ï❒ èì✳ ❒✳➶✳✃åëäûøà Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✷✿ ì✳ í✳ ñ✳ ➮Ï❒ èì✳ ❒✳➶✳✃åëäûøà Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❊✲♠❛✐❧✿ ❣❛❧❛♥❅❦❡❧❞②s❤✳r✉✱ s♦r♦❦✐♥✳❞♠✐tr❅②❛♥❞❡①✳r✉

Ïåðñïåêòèâíûìè óñêîðèòåëÿìè ìàêðîòåë ÿâëÿþòñÿ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèå
óñêîðèòåëè ðåëüñîâîãî òèïà✳ Òàêèå óñòðîéñòâà ïîçâîëÿþò ðàçãîíÿòü òåëà
áîëüøîé ìàññû äî ñêîðîñòåé✱ ïðåâûøàþùèõ ñêîðîñòè âûëåòà èç îáû÷íûõ
ïîðîõîâûõ óñêîðèòåëåé✳

Õàðàêòåðíîå âðåìÿ ïðîòåêàíèÿ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ïðîâî✲
äÿùèõ ÷àñòÿõ óñêîðèòåëåé ìíîãî áîëüøå âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ ñâåòîì õàðàê✲
òåðíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà✳ Òàêæå îñîáåííîñòüþ ïîñòàíîâêè ÿâëÿ✲
åòñÿ òî✱ ÷òî ãëàâíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïðîöåññû✱ ïðîòåêàþùèå èìåííî
â ïðîâîäÿùèõ ÷àñòÿõ óñòðîéñòâà✱ ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ ❒àêñâåëëà â ìàãíèòîãèäðîäèíà✲
ìè÷åñêîì ✭â äàííîì ñëó÷àå ✖ êâàçèñòàöèîíàðíîì✮ ïðèáëèæåíèè ❬✶❪✳

Ïðè ïîñòðîåíèè ðàçíîñòíîé ñõåìû èñïîëüçîâàí ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíî✲
ñòåé✱ ïðè÷➻ì ðàçíîñòíûå àíàëîãè îñíîâíûõ îïåðàòîðîâ âåêòîðíîãî àíàëèçà
✭rot✱ div✱ grad✮ ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îïîðíûõ îïåðàòîðîâ ✭íà îñíîâå
èíâàðèàíòíûõ îïðåäåëåíèé✱ íå çàâèñÿùèõ îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò✮ ❬✶❪✳

❰äíèì èç ñïîñîáîâ óïðàâëåíèÿ ìàãíèòíûì ïîëåì â êàíàëå óñêîðèòåëÿ ÿâ✲
ëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñèñòåìû ïîäìàãíè÷èâàíèÿ✱ ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñî✲
âîêóïíîñòü ïðîâîäíèêîâ ✭ðåëüñîâ ïîäìàãíè÷èâàíèÿ✮✱ ïî êîòîðûì ïðîòåêàåò
ýëåêòðè÷åñêèé òîê ❬✷❪✳ ➶ ❬✶❪ ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ❒àêñ✲
âåëëà â êâàçèñòàöèîíàðíîì ïðèáëèæåíèè ïðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáàõ çàäàíèÿ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ïîêàçàíî✱ ÷òî íåñâÿçíîñòü ïðîâîäÿùåé ïîäîáëàñòè ìî✲
æåò ïðèâåñòè ê íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è✱ ò✳ å✳ ÿäðî îïåðàòîðà çàäà÷è
áóäåò íåïóñòûì✳ ➘ëÿ ïîëó÷åíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñ âûðîæäåí✲
íîé ìàòðèöåé ìîæíî✱ íàïðèìåð✱ èñêàòü íîðìàëüíîå ðåøåíèå ❬✶❪✱ ò✳ å✳ ðåøåíèå✱
îáëàäàþùåå ìèíèìàëüíîé íîðìîé✳

➚ëüòåðíàòèâíûì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå äîïîëíè✲
òåëüíûõ ýëåìåíòîâ ✭➽ôèêòèâíûõ ÿêîðåé➾✮✱ ïîçâîëÿþùèõ âûäåëèòü åäèí✲
ñòâåííîå ðåøåíèå✱ íî ñëàáî âëèÿþùèõ íà ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â èññëåäóå✲
ìîé îáëàñòè ❬✷✱ ✸❪✳ Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ââåäåíèÿ ➽ôèêòèâíîãî ÿêîðÿ➾ óäàëîñü
ïðîâåñòè ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ðàçãîíà òåë â óñêîðèòåëÿõ ñëîæíîé êîí✲
ôèãóðàöèè✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ â ❬✹❪ ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ýëåê✲
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â óñêîðèòåëå ▼❆❙❊▲✱ ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ
âû÷èñëèòåëüíîãî è íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòîâ❀ èññëåäîâàí âîïðîñ çàâèñèìîñòè
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ îò êîíôèãóðàöèè âèòêîâ ïîäìàãíè÷èâàíèÿ✳

✽✼
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Ïðè èññëåäîâàíèè ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé ÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü
ïðîâîäèòü ìîäåëèðîâàíèå â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè✳ ➶ ñëó÷àå✱ êîãäà ÿâëå✲
íèå ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ïðîñòåéøèõ ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðà✲
òîðîâ✱ ïðîáëåìà ðåøåíà è îïèñàíà✱ íàïðèìåð✱ â ❬✺✱ ✻❪✳ Ïðè ìîäåëèðîâàíèè
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ðåëüñîòðîíàõ âîçíèêàåò ïðîáëåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è
â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ îïåðàòîðîì ñìåøàííîãî òèïà✿ ïðîöåññ ïðîòåêà✲
íèÿ òîêà â ïðîâîäíèêàõ ìîæåò áûòü îïèñàí ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì✱ à
ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â äèýëåêòðèêå ✖ ýëëèïòè÷åñêèì ❬✶ ✕ ✸❪✳

➘ëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ îïåðàòîðîì ñìåøàííîãî òèïà ïðåäëîæåíû òðè ìåòî✲
äà✿ ìåòîä ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè✱ ìåòîä çàäàíèÿ èíòåãðàëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëî✲
âèé✱ òð➻õýòàïíûé ìåòîä ❬✼❪✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé✱ ïðîåêòû ➑ ✶✽✲✵✶✲✵✵✷✺✷ è ➑ ✶✽✲✸✶✲✷✵✵✷✵✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➹àëàíèí❒✳Ï✳✱ ÏîïîâÞ✳Ï✳ ✃âàçèñòàöèîíàðíûå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïî✲
ëÿ â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ✿ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå✳ ❒✳✿ ❮àóêà✳
Ôèçìàòëèò✱ ✶✾✾✺✳ ✸✷✵ ñ✳

✷✳ ➹àëàíèí❒✳Ï✳✱ Ñîðîêèí➘✳❐✳ Ðàñ÷➻ò êâàçèñòàöèîíàðíûõ ýëåêòðî✲
ìàãíèòíûõ ïîëåé â îáëàñòÿõ✱ ñîäåðæàùèõ íåñâÿçíûå ïðîâîäÿùèå ïîä✲
îáëàñòè ✴✴ Ïðåïðèíòû ➮Ï❒ èì✳ ❒✳➶✳ ✃åëäûøà✳ ✷✵✶✼✳ ➑ ✶✾✳ ✷✹ ñ✳

✸✳ ●❛❧❛♥✐♥▼✳P✳✱ ❙♦r♦❦✐♥❉✳ ▲✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ◗✉❛s✐st❛t✐♦♥❛r② ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
❋✐❡❧❞s ✐♥ ❘❡❣✐♦♥s ❈♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❉✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❈♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❙✉❜r❡❣✐♦♥s ✴✴ ➶åñò✲
íèê ❒➹ÒÓ èì✳ ❮✳Ý✳➪àóìàíà✳ Ñåð✳ ➴ñòåñòâåííûå íàóêè✳ ✷✵✶✾✳ ➑ ✶✳ ñ✳ ✹ ✕
✶✺✳

✹✳ ➹àëàíèí❒✳Ï✳✱ ✃îíäðàòåíêî➚✳✃✳✱ ❐óêèí➶✳➶✳✱ Ðîäèí➚✳Ñ✳✱ Ñîðî✲
êèí➘✳❐✳ ❒åòîäû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåëüñîòðîíà ñ âèòêàìè
ïîäìàãíè÷èâàíèÿ ✴✴ ➮íæåíåðíî✲ôèçè÷åñêèé æóðíàë✳ ✷✵✶✾✳ Ò✳ ✾✷✱ ➑ ✸✳
❬â ïå÷àòè❪

✺✳ ❚s②♥❦♦✈ ❙✳❱✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❆
r❡✈✐❡✇ ✴✴ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳ ✶✾✾✽✳ ❱✳ ✷✼✳ P✳ ✹✻✺ ✕ ✺✸✷✳

✻✳ ➹àëàíèí ❒✳Ï✳✱ ❮èçêàÿ Ò✳➶✳ Ðàçðàáîòêà è ïðèìåíåíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà
ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè
✴✴ Ïðåïðèíòû ➮Ï❒ èì✳ ❒✳➶✳ ✃åëäûøà✱ ✷✵✵✺✳ ➑ ✷✱ ✷✾ ñ✳

✼✳ ➹àëàíèí❒✳Ï✳✱ Ñîðîêèí➘✳❐✳ Ðàçðàáîòêà è ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ ìå✲
òîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ îïåðàòîðîì ñìåøàííîãî òèïà â íåîãðàíè÷åííîé
îáëàñòè ✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✷✵✶✾✳ ❬â ïå÷àòè❪

✽✽
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Òî÷íàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè íåÿâíîé ñõåìû êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ äëÿ çàäà÷è îá àìåðèêàíñêèõ îïöèîíàõ

➘àóòîâ Ðàôàèë ➬àìèëîâè÷✶

❐àïèí ➚ëåêñàíäð ➶àñèëüåâè÷✷

✶✿ ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð✱ ➮íñòèòóò ➶❒➮➮Ò✱ ✃ÔÓ✱ ✃àçàíü✱ Ðîññèÿ

✷✿ ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð✱ ➮íñòèòóò ➶❒➮➮Ò✱ ✃ÔÓ✱ ✃àçàíü✱ Ðîññèÿ✱ ❚✐❛♥❥✐♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡ ❛♥❞

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❚✐❛♥❥✐♥✱ P✳❘✳ ❈❤✐♥❛

❊✲♠❛✐❧✿ r❛❢❛✐❧✳❞❛✉t♦✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱ ❛✈❧❛♣✐♥❡❅♠❛✐❧✳r✉

Ïóñòü u = u(x, t) îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå àìåðèêàíñêîãî îïöèîíà ñ öåíîé
èñïîëíåíèÿ K è äàòîé èñòå÷åíèÿ ñðîêà äåéñòâèÿ T ✱ x ✕ öåíó áàçîâîãî àêòèâà
îïöèîíà✱ t ✕ âðåìÿ äî èñòå÷åíèÿ ñðîêà äåéñòâèÿ✱ à ψ(x) = (x−K)+ ✕ ôóíêöèþ
âûèãðûøà✱ ñîîòâåòñòâóþùóþ êîëë✲îïöèîíó✳ Ïóñòü äàëåå

Au = − σ2(x, t)x2

2

∂2u

∂x2
+
(
d(t)− r(t)

)
x
∂u

∂x
+ r(t) u ✭✻✮

✕ îïåðàòîð ➪ëýêà✲Øîóëçà ñ êîýôôèöèåíòàìè✱ êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùèé
ñìûñë✿ σ ✕ ëîêàëüíàÿ âîëàòèëüíîñòü✱ d ✕ äèâèäåíäíàÿ äîõîäíîñòü✱ à r ✕ ïðî✲
öåíòíàÿ ñòàâêà✳ ➮ñõîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ äëÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ
öåí àìåðèêàíñêèõ îïöèîíîâ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à äîïîëíèòåëüíîñòè ✭❬✶❪✱ ♣✳ ✶✶✽✮✿

u′ + Au ≥ 0, u− ψ ≥ 0,
(
u′ + Au

)(
u− ψ

)
= 0 ïðè (x, t) ∈ R

+ × (0, T ),

u(x, 0) = ψ(x) ïðè x ∈ R
+ (u′ =

∂u

∂t
).

✭✼✮

❰òìåòèì ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè çàäà÷è✱ êîòîðûå çàòðóäíÿþò åå èññëåäîâà✲
íèå è ðåøåíèå✿ îïåðàòîð ✭✶✮ èìååò êîýôôèöèåíò✱ âûðîæäàþùèéñÿ ïðè x = 0✱
çàäà÷à ✭✷✮ ïîñòàâëåíà íà ïîëóîñè R

+✳
Ïðåæäå âñåãî✱ ìû îïðåäåëÿåì ïîñòîÿííóþ L òàêóþ✱ ÷òî èñõîäíàÿ çà✲

äà÷à ✭✷✮ çàìåíÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷åé â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Q =
I × (0, T ], I = (0, L), ñ òî÷íûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ➘èðèõëå u(L, t) = ψ(L)✳
Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷åí íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ✭✷✮ ñ èçâåñòíûì
ðåøåíèåì ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé ✭❬✸❪✮✳

➬àòåì çàäà÷à äîïîëíèòåëüíîñòè ✭✷✮ ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå âàðèàöèîííîãî
íåðàâåíñòâà ✭❬✷❪✱ ♣✳ ✶✽✻✮✳ ➮ìåííî✱ ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâà V =

{v ∈ L2(I) : x
dv

dx
∈ L2(I)}, âûïóêëîãî ìíîæåñòâà Kψ = {v ∈ V : v(L) =

ψ(L), v(x) ≥ ψ(x) ∀x ∈ I} è îòíîøåíèÿ äâîéñòâåííîñòè ìåæäó V ∗ è V (., .)✱
ìû èùåì ôóíêöèþ u✿

u ∈ L2(0, T ;Kψ) : u
′ ∈ L2(0, T ;V ∗)✱ u(0) = ψ è

(u′(t) + A(t)u(t), v − u(t)) ≥ 0 ∀ v ∈ Kψ ï✳âñ✳ â (0, T ). ✭✽✮

✽✾
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➶ ïðåäïîëîæåíèè✱ ÷òî σ′ ∈ L∞(QT ), r
′ ∈ L∞(I)✱ ïðè ï✳âñ✳ x, t âûïîëíåíû

óñëîâèÿ

0 < σ ≤ σ(x, t) ≤ σ, 0 < r ≤ r(t) ≤ r,
∣∣∣ x ∂σ(x, t)

∂x

∣∣∣ ≤ Cσ,

ìû óñòàíàâëèâàåì ñóùåñòâîâàíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ u âàðèàöèîííîãî íåðàâåí✲
ñòâà ✭✸✮ è åãî ãëàäêîñòü✿

u ∈ L2(0, T ;H2(I)) , u/xk ∈ H1(0, T ;L2(I))∩C([0, T ];H1(I)), k = 0, 1. ✭✾✮

➘ëÿ àïïðîêñèìàöèè âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà ✭✸✮ ìû èñïîëüçóåì êóñî÷íî✲
ëèíåéíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è íåÿâíóþ ñõå✲
ìó ïî âðåìåíè✳ ❰ñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îöåíêà✿

‖u− uhτ‖E = O
(
h+ τ 3/4

)
,

ãäå τ è h ✕ ìàêñèìàëüíûå øàãè ñåòîê ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó è ‖.‖E ✕
íîðìà â E = L∞(0, T ;L2) ∩ L2(0, T, V )✳ ➘îêàçàòåëüñòâî îöåíêè îñíîâàíî íà
ïðåäñòàâëåíèè ñõåìû êàê ðåçóëüòàòà ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà
➹àëåðêèíà ✭àïïðîêñèìàöèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé✮ è ìåòîäà Ðîòå
✭àïïðîêñèìàöèÿ ïî âðåìåíè✮✳ Ïðè âûâîäå îöåíîê èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà✱ ðàç✲
âèòàÿ â ðàáîòàõ ❬✹✱ ✺❪✳ Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìîé✱ ïîñêîëüêó
ïîäîáíàÿ îöåíêà îïòèìàëüíà äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è íà÷àëüíûì óñëîâèåì u(x, 0) = ψ(x)✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔ➮✱ ïðîåêò ✶✾✲✵✶✲✵✵✹✸✶✳
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❲✐❧♠♦ttP✳✱ ❉❡✇②♥♥❡ ❏✳✱ ❍♦✇✐s♦♥ ❙✳ ❖♣t✐♦♥ Pr✐❝✐♥❣✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧s
❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❖①❢♦r❞ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ Pr❡ss✱ ❖①❢♦r❞✱ ✶✾✾✸✳

✷✳ ❆❝❤❞♦✉❨✳✱ P✐r♦♥♥❡❛✉❖✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♦♣t✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣✱ ❙♦❝✐❡t②
❢♦r ■♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✭❙■❆▼✮✱ P❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✺✳

✸✳ ❑✇♦❦❨✳❑✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❋✐♥❛♥❝❡✱
❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣ ❙✐♥❣❛♣♦r❡✱ ❙✐♥❣❛♣♦r❡✱ ✶✾✾✽✳

✹✳ ❙❛✈❛r✁❡●✳ ❲❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t② ❢♦r ❛❜str❛❝t ❡✈♦❧✉t✐♦♥
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✴✴ ❆❞✈✳ ▼❛t❤✳ ❙❝✐✳ ❆♣♣❧✳ ✶✾✾✻✳ ❱✳ ✻✱ P✳ ✸✼✼ ✕ ✹✶✽✳

✺✳ ❉❛✉t♦✈❘✳ ❩✳✱ ▼✐❦❤❡❡✈❛❆✳ ■✳ ❆❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❉✐s❝r❡t❡ ❙❝❤❡♠❡s ❢♦r ❛ ❈❧❛ss ♦❢
❆❜str❛❝t ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ■♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✴✴ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✳ ✷✵✶✸✳ ❱✳ ✼✱ P✳ ✽✷✹
✕ ✽✸✹✳

✾✵
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×èñëåííûå ìåòîäû äëÿ äâóõ êëàññîâ íåëèíåéíûõ çàäà÷

➘èìîâà Ñòåôêà ❮èêîëàåâà

ä✳ô✳✕ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ❞✐♠♦✈❛❅❢♠✐✳✉♥✐✲s♦❢✐❛✳❜❣

Ôàêóëüòåò ❒àòåìàòèêè è ➮íôîðìàòèêè ÑÓ ✧Ñâ✳✃ë✳❰õðèäñêè Ñîôèÿ✱
➪îëãàðèÿ

➬àäà÷à ÷èñëåííîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð è âîëí✱ êîòîðûå
ìîãóò âîçíèêàòü è ñàìîïîääåðæèâàòüñÿ â íåëèíåéíîé îòêðûòîé ñðåäå✱ íàêëà✲
äûâàåò ñïåöèôè÷åñêèå òðåáîâàíèÿ íà òåõíîëîãèþ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðè✲
ìåíòà ❬✶❪✳

➶î ïåðâûõ✱ íàäî íàéòè õîðîøèå ïðèáëèæåíèÿ ê âîçìîæíûì ðàçëè÷íûì
ñòðóêòóðàì✱ ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíèì è òåìæå ïàðàìåòðàì íåëèíåéíîé ñðåäû✳
➶ ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ✭àâòîìîäåëüíûõ✮ ðåøåíèé ìàòåìàòè✲
÷åñêèõ ìîäåëåé✱ ðîëü òàêèõ ïðèáëèæåíèé èãðàþò ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
àâòîìîäåëüíûõ çàäà÷✳ ✃àê ïðàâèëî✱ ýòî íåëèíåéíûå ýëëèïòè÷åñêèå çàäà÷è ñ
íååäèíñòâåííûìè ðåøåíèÿìè✳ ❮àõîæäåíèå ýòèõ ðåøåíèé íàêëàäûâàåò æåñò✲
êèå òðåáîâàíèÿ ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì ✲ ê èõ óñòîé÷èâîñòè✱ ñõîäèìîñòè è òî÷✲
íîñòè✳

➮ññëåäîâàíèå ýâîëþöèþ âî âðåìåíè íàéäåííûõ ðåøåíèé ñòàöèîíàðíûõ çà✲
äà÷ òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ïîäõîäÿùèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñ ïåðåìåííûì øàãîì
ïî âðåìåíè íà àäàïòèâíûõ ïî ïðîñòðàíñòâó ñåòêàõ✳

➶ äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåí íàêîïëåííûé îïûò àâòîðà è åãî êîëëåã ❬✷❪ ïðè
ðåøåíèèè íåëèíåéíûõ ýëëèïòèè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷✱ ñâÿçàííûõ ñ
íàõîæäåíèåì è èñëåäîâàíèåì ñòðóêòóð è âîëí â íåëèíåéíîé òåïëîïðîâîäíîé
ñðåäå✱ îïèñûâàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ❬✸❪

ut =
N∑

i=1

(ki(u)uxi)xi +Q(u), t > 0, x ∈ R
N .

❰ñíîâíûå ïóíêòû ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ ýëëèïòèè÷åñêèõ çàäà÷✿ ëèíå✲
àðèçàöèÿ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåíî îäíîðîäíûõ ðåøåíèé ❬✹❪❀
íàõîæäåíèå ëèíåàðèçîâàííûõ ïðèáëèæåíèé è èõ èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå
íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ❮åïðåðûâíîãî àíàëîãà ìåòîäà ❮þòîíà ❬✺❪ ðåøåíèÿ
íåëèíåéíûõ çàäà÷❀ ïðèìåíåíèå ❒åòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà êàæäîì øà✲
ãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà❀ ðåøåíèå ñèñòåì äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé áîëüøîãî
ïîðÿäêà ñ íåñèììåòðè÷íûìè ìàòðèöàìè❀ â N−ìåðíîì ðàäèàëüíî ñèììåòðè÷✲
íîì ñëó÷àå ïðèìåíåíèå íåñèììåòðè÷íîãî ìåòîäà ➹àëåðêèíà äëÿ ñèíãóëÿðíûõ
â öåíòðå ñèììåòðèè çàäà÷ ❬✻❪✳

❰ñíîâíûå ïóíêòû ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷✿ ❒å✲
òîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ❬✼❪ ñ èñïîëüçîâàíèåì òðàíñôîðìàöèè ✃èðõãîôà❀ àï✲
ïðîêñèìàöèÿ íåëèíåéíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïî áàçèñó êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ïðî✲
ñòðàíñòâà❀ äèíàìè÷åñêèå àäàïòèâíûå ñåòêè✱ ñîãëàñîâàííûå ñ àâòîìîäåëüíûì

✾✶
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çàêîíîì❀ êîíöåíòðàöèÿ ìàòðèöû ìàññû ❬✼❪ è ðåøåíèå ñèñòåìû ❰➘Ó áîëüøîãî
ïîðÿäêà ÿâíûì ìåòîäîì Ðóíãå✲✃óòòà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñ ðàñøèðåí✲
íîé îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè è êîíòðîëåì òî÷íîñòè ❬✽❪✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ Ñàìàðñêèé➚✳➚✳ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è âû÷èñëèòåëüíûé ýêñ✲
ïåðèìåíò✳ ✴✴ ➶åñòíèê ➚❮ ÑÑÑÐ✳ ✶✾✼✾✳ ➑✺✳ Ñ✳ ✸✽✕✹✾✳

✷✳ ❉✐♠♦✈❛ ❙✳◆✳✱ ❉✐♠♦✈❛▼✳●✳✱ ❱❛s✐❧❡✈❛❉✳P✳ ❙tr✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❲❛✈❡s ✐♥ ❛
◆♦♥❧✐♥❡❛r ❍❡❛t✲❈♦♥❞✉❝t✐♥❣ ▼❡❞✐✉♠ ✴✴ ■♥ ❙♣❡❝✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❙♣r✐♥❣❡r
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s ✧◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✿ ❚❤❡♦r②✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✧
❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✸✳ Ñ✳ ✶✺✼✕✶✽✹✳

✸✳ Ñàìàðñêèé➚✳➚✳✱ ➹àëàêòèîíîâ➶✳➚✳ ✃óðäþìîâÑ✳Ï✳✱❒èõàéëîâ➚✳Ï✳ Ðå✲
æèìû ñ îáîñòðåíèåì â çàäà÷àõ äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé✳ ❒✳✿ ❮àóêà✱ ✶✾✽✼✳

✹✳ ➴ëåíèí➹✳ ➹✳✱ ✃óðäþìîâÑ✳Ï✳✱ Ñàìàðñêèé➚✳➚✳ ❮åñòàöèîíàðíûå äèññèïà✲
òèâíûå ñòðóêòóðû â íåëèíåéíîé òåïëîïðîâîäíîé ñðåäå✳ ✴✴ ➷➶❒ è ❒Ô✳
✶✾✽✸✳ ❚✳ ✷✸✳ ❈✳ ✸✽✵ ✕ ✸✾✵✳

✺✳ ➷àíëàâÒ✳✱ Ïóçûíèí➮✳➶✳ ❰ ñõîäèìîñòè èòåðàöèé íà îñíîâå íåïðåðûâ✲
íîãî àíàëîãà ìåòîäà ❮üþòîíà✳ ✴✴ ➷➶❒ è ❒Ô✳ ✶✾✾✷✳ Ò✳ ✸✷✱ ➑✻✳ Ñ✳ ✽✹✻ ✕
✽✺✻✳

✻✳ ❊r✐❦ss♦♥❑✳✱ ❚❤♦♠❡❡❱✳ ●❛❧❡r❦✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s✐♥❣✉❧❛r ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡
♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ♦♥❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ✴✴ ▼❛t❤✳ ❈♦♠♣✳ ✶✾✽✹✳ ❱✳ ✹✷✱ ➑✶✻✻✳ Ñ✳ ✸✹✺
✕ ✸✻✼✳

✼✳ ❚❤♦♠❡❡❱✳ ●❛❧❡r❦✐♥ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞s ❢♦r P❛r❛❜♦❧✐❝ Pr♦❜❧❡♠s✳
❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✾✼✳

✽✳ ❮îâèêîâ➶✳➚✳✱ ❮îâèêîâ➴✳➚✳ ✃îíòðîëü óñòîé÷èâîñòè ÿâíûõ îäíîøàãî✲
âûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ❰➘Ó✳ ✴✴ ➘➚❮ ÑÑÑÐ✳ ✶✾✽✹✳ Ò✳ ✷✼✷✱ ➑✺✳
Ñ✳ ✶✵✺✽ ✕ ✶✵✻✷✳

✾✷
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Ïðèìåíåíèå ðàöèîíàëüíîãî ìåòîäà ➚ðíîëüäè äëÿ

ïðèáëèæ➻ííîãî âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõ ìàòðè÷íûõ

ôóíêöèé ñ ïàðàìåòðîì

➘ðóñêèí ➶ëàäèìèð ❐üâîâè÷✶

➬àñëàâñêèé ❒èõàèë Þðüåâè÷✷

✃íèæíåðìàí ❐åîíèä ➚ðîíîâè÷✸

✶✿ ê✳ ô✳✕ì✳ í✳✱ ❲♦r❝❡st❡r P♦❧②t❡❝❤♥✐❝ ■♥st✐t✉t❡✱ ❲♦r❝❡st❡r✱ ❯✳❙✳❆✳

✷✿ ê✳ ô✳✕ì✳ í✳✱ ❙❝❤❧✉♠❜❡r❣❡r✲❉♦❧❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ❇♦st♦♥✱ ❯✳❙✳❆✳

✸✿ ä✳ ô✳✕ì✳ í✳✱ ➚❰ ✏Öåíòðàëüíàÿ ãåîôèçè÷åñêàÿ ýêñïåäèöèÿ✑ ✭õîëäèíã ✏Ðîñãåîëîãèÿ✑✮

❊✲♠❛✐❧✿ ✈❞r✉s❦✐♥❅✇♣✐✳❡❞✉✱ ♠③❛s❧❛✈s❦②❅s❧❜✳❝♦♠✱ ♠♠❞❅❝❣❡✳r✉

Ïóñòü A ∈ R
n×n ✖ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà✱ ϕ ∈ R

n✳ ❒û ïðèìåíÿåì ðàöè✲
îíàëüíûé ìåòîä ➚ðíîëüäè ❬✹❪ ê âû÷èñëåíèþ âåêòîðîâ f(A; p)ϕ✱ ãäå ôóíêöèÿ
f(z; p) îïðåäåëåíà íà A è p ✖ ïàðàìåòð✱ ïðîáåãàþùèé èíòåðâàë çíà÷åíèé✳
➮ìåííî✱ ðåàëèçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ➹àë➻ðêèíà íà ïîäõîäÿùåì ðàöèîíàëü✲
íîì ïîäïðîñòðàíñòâå ✃ðûëîâà

span{(A+ s1I)
−1ϕ, . . . , (A+ smI)

−1ϕ}, m ≥ 1. (1)

Ïîä÷åðêí➻ì✱ ÷òî ñäâèãè sj íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p✱ òàê ÷òî îäíî
ïîäïðîñòðàíñòâî äîëæíî ãîäèòüñÿ äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé p✳

➶ ýòîì ïîäõîäå íóæíî îïòèìàëüíî âûáðàòü äîïóñòèìûå ñäâèãè sj è òåì
ñàìûì äîáèòüñÿ íàèëó÷øåé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðèm→ +∞✳ ➘ëÿ íåñêîëü✲
êèõ ïîïóëÿðíûõ ñåìåéñòâ ôóíêöèé f ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñðåäñòâàìè òåîðèè
ïëîñêîãî ïîòåíöèàëà â òåðìèíàõ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé✱ âîçíèêàþùèõ ïðè
ðàññìîòðåíèè ➻ìêîñòåé è ðàâíîâåñíûõ ïàð ìåð ïîäõîäÿùèõ ïëîñêèõ êîíäåí✲
ñàòîðîâ✳ ✃îíäåíñàòîðû è ôîðìóëû äëÿ ñäâèãîâ ñèëüíî çàâèñÿò îò f ✳

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàâèñÿùèå îò m ✭êîíå÷íûå✮ è íå çàâèñÿùèå îò m ✭áåñ✲
êîíå÷íûå✮ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñäâèãîâ sj✳ ➬à ñ÷➻ò íåêîòîðîãî óõóäøåíèÿ ñêî✲
ðîñòè ñõîäèìîñòè âîçìîæåí öèêëè÷åñêèé âûáîð sj ✭êðàòíûå ïîëþñû✮✳

➶ ãåîôèçè÷åñêèõ ýëåêòðîðàçâåäî÷íûõ ÷àñòîòíîé è ýâîëþöèîííîé çàäà÷àõ
ïàðàìåòðû p = ω è p = t èìåþò ñìûñë ñîîòâåòñòâåííî ÷àñòîò✁û è âðåìåíè✱
ôóíêöèÿ f â ✭✶✮ ïðèîáðåòàåò âèä f(z, ω) = (z+ iω)−1 èëè f(z, ω) = exp(−tz)✱
òàê ÷òî òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü âåêòîðû

(A+ iωI)−1ϕ, 0 < ωmin ≤ |ω| ≤ ωmax, A ≥ 0, (2)

èëè âåêòîðû

exp(−tA)ϕ, t ≥ 0, 0 < λminI ≤ A ≤ λmaxI. (3)

✃àê âèäíî✱ íóæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå ÷àñòîòíîé èëè âðåìåíí✁îé ýëåêòðîðàç✲
âåäî÷íîé çàäà÷è äëÿ öåëîãî èíòåðâàëà ÷àñòîò èëè ìîìåíòîâ âðåìåíè✳ Ïðè

✾✸
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ýòîì ìàòðèöà A ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå èñêëþ÷åíèÿ èç ïàðàáîëè÷åñêîé ñè✲
ñòåìû óðàâíåíèé ❒àêñâåëëà ýëåêòðè÷åñêîé èëè ìàãíèòíîé íàïðÿæ➻ííîñòè è
äèñêðåòèçàöèè ïîëó÷èâøåãîñÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî îïåðàòîðà✳

➬àäà÷è ✭✷✮ è ✭✸✮ è ÷èñëåííûå ïðèìåðû èç ãåîôèçèêè ðàññìîòðåíû ñîîòâåò✲
ñòâåííî â ñòàòüÿõ ❬✸❪ è ❬✷❪✳ Ñòàòüÿ ❬✶❪ èñïîëüçóåò áëèçêóþ òåõíèêó è ïîñâÿùåíà
ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ❐ÿïóíîâà✱ ÷òî òåñíî ñâÿçàíî ñ çàäà÷åé ✭✸✮✳

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîäòâåðæäàþò îïòèìàëüíîñòü íàé✲
äåííûõ íàáîðîâ ñäâèãîâ è ñïðàâåäëèâîñòü îöåíîê ïîãðåøíîñòè✳
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❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❆❉■ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡q✉❛t✐♦♥ ✴✴
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✷✳ ❉r✉s❦✐♥ ❱✳✱ ❑♥✐③❤♥❡r♠❛♥ ▲✳✱ ❩❛s❧❛✈s❦② ▼✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣r♦❜❧❡♠s ✉s✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡s ✇✐t❤ ♦♣t✐♠✐③❡❞ s❤✐❢ts
✴✴ ❙■❆▼ ❏✳ ❙❝✐✳ ❈♦♠♣✳ ✷✵✵✾✳ ❱✳ ✸✶✱ ➑ ✺✳ P✳ ✸✼✻✵✕✸✼✽✵✳

✸✳ ❑♥✐③❤♥❡r♠❛♥ ▲✳✱ ❉r✉s❦✐♥ ❱✳✱ ❩❛s❧❛✈s❦② ▼✳ ❖♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢
t❤❡ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❑r②❧♦✈ ❙✉❜s♣❛❝❡ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥
✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥s ✴✴ ❙■❆▼ ❏✳ ◆✉♠❡r✳ ❆♥❛❧✳ ✷✵✵✾✳ ❱✳ ✹✼✱ ➑ ✷✳ P✳ ✾✺✸✕✾✼✶✳

✹✳ ❘✉❤❡ ❆✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❑r②❧♦✈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♥♦♥s②♠♠❡tr✐❝ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
♣r♦❜❧❡♠s✳ ■■■✿ ❈♦♠♣❧❡① s❤✐❢ts ❢♦r r❡❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ✴✴ ❇■❚✳ ✶✾✾✹✳ ❱✳ ✸✹✳ P✳ ✶✻✺✕
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➶û÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è ✃îøè äëÿ

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì

➴ëåíèí ➹åîðãèé ➹åîðãèåâè÷✶

➴ëåíèíà Òàòüÿíà ➹åîðãèåâíà✷

✶✿ ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð✱ ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✷✿ ê✳ô✳ ✕ ì✳í✳✱ ìëàäøèé íàóíûé ñîòðóäíèê✱ Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱

❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❊✲♠❛✐❧✿ ❡❧❡♥✐♥✷❅r❛♠❜❧❡r✳r✉✱ t✳②❧❡♥✐♥❛❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ✃îøè äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì óðàâíåíèé èìååò
ðÿä ñâîéñòâ ñ ãëóáîêèì ãåîìåòðè÷åñêèì è ôèçè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì✳ ✃ íèì
îòíîñÿòñÿ ñèìïëåêòè÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â òåêóùåå ñî✲
ñòîÿíèå ✭òåîðåìà ➚✳ Ïóàíêàðå✮✱ ñîõðàíåíèå ôàçîâîãî îáúåìà è ñòàíäàðòíûõ
èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ✭ïîëíîãî êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ✱ ïîëíîãî ìîìåíòà êî✲
ëè÷åñòâà äâèæåíèÿ✱ ïîëíîé ýíåðãèè✮✱ à òàêæå âûïîëíåíèå äîïîëíèòåëüíûõ
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ✱ âûçâàííûõ âîçìîæíîé ñèììåòðèåé ïîòåíöèàëüíîé ýíåð✲
ãèè✳

Øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è ✃îøè äëÿ
ñèñòåì î✳ä✳ó✳ èñêàæàþò ýòè ñâîéñòâà✱ ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ÿðêî íà çíà÷è✲
òåëüíûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè✳ Ñóùåñòâóåò ïðîáëåìà ñîçäàíèÿ ÷èñëåííûõ ìå✲
òîäîâ✱ ñîõðàíÿþùèõ âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñâîéñòâà òî÷íîãî ðåøåíèÿ ❬✶❪✳
Óêàçàííîé ïðîáëåìå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè óäåëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíîå
âíèìàíèå â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ òðåõ äåñÿòèëåòèé✳ Òåì íå ìåíåå ê íàñòîÿùåìó
âðåìåíè íå ñîçäàíû òàêèå ÷èñëåííûå ìåòîäû✳

➘îêëàä ñîäåðæèò êðàòêèé îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøå✲
íèÿ çàäà÷è✱ à òàêæå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ íåêîòîðûõ íîâûõ ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ✳ Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ñåìåéñòâ íîâûõ àäàïòèâíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ
êîíñåðâàòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ✃åïëåðà è çàäà÷è ðàñ✲
ñåÿíèÿ íà ñèëîâîì öåíòðå✱ ñîõðàíÿþùèõ âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñâîéñòâà
òî÷íîãî ðåøåíèÿ ❬✷❪✳ ➘åìîíñòðèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû àíàëèçà èõ òî÷íîñòè ❬✸❪✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❍❛✐r❡r ❊✳✱ ▲✉❜✐❝❤❈✳✱ ❲❛♥♥❡r●✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱
❇❡r❧✐♥✱ ✷✵✵✻✳

✷✳ ➴ëåíèí➹✳ ➹✳✱ ➴ëåíèíà Ò✳➹✳ ➚äàïòèâíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå êîíñåðâàòèâ✲
íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è ✃åïëåðà ✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ✳ ✷✵✶✼✳ Ò✳ ✺✸✱ ➑✼✳ Ñ✳ ✾✺✵ ✕ ✾✻✶✳

✸✳ ➴ëåíèí➹✳ ➹✳✱ ➴ëåíèíà Ò✳➹✳ Òåñòîâûå èñïûòàíèÿ àäàïòèâíûõ ñèìïëåêòè✲
÷åñêèõ êîíñåðâàòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ✃åïëåðà ✴✴
➷➶❒è❒Ô✳ ✷✵✶✽✳ Ò✳ ✺✽✱ ➑✻✱ Ñ✳ ✽✾✺ ✕✾ ✶✷✳
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❰ ðåøåíèè íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ïðè íàëè÷èè

ñîñðåäîòî÷åííûõ èñòî÷íèêîâ

➬àäâîðíîâ ❰ëåã ➚íàòîëüåâè÷✱ Òðèôîíîâà ➹àëèíà ❰ëåãîâíà

ä✳ô✳✕ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð✱ àññèñòåíò
❊✲♠❛✐❧✿ ♦❧③❛❞❅♠❛✐❧✳r✉

➮íñòèòóò ➶❒è➮Ò ✃✭Ï✮ÔÓ✱ ✃àçàíü✱ Ðîññèÿ

Ðàññìîòðåíà êðàåâàÿ çàäà÷à íà îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R
n✱ n > 2 äëÿ

íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðâûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

div

(
g(x, |∇w(x)|)

|∇w(x)| ∇w(x)
)

=
N∑

k=1

qkδ(x− xk), x ∈ Ω, (1)

w(x) = 0, x ∈ ∂Ω, (2)

ãäå qk ✕ èíòåíñèâíîñòü ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷êå xk íàãðóçêè ✭k = 1, 2, ..N ✱ δ(·)
✕ ôóíêöèÿ ➘èðàêà✮✱ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ g(x, λ) ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω
ñèëüíî ìîíîòîííà ïî λ è èìååò ëèíåéíûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè✿ ñóùåñòâó✲
þò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå λ0,m0, C0✱ ñ êîòîðûìè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
|g(x, λ)−m0| 6 C0, ∀λ > λ0, ∀x ∈ Ω✳

➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàí èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ✭✶✮✲
✭✷✮ ✭ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è óñòàíîâëå✲
íû â ❬✶❪✱ ñâîéñòâà ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ ðàññìîòðåíû â ❬✷❪✱ ❬✸❪✮✳ Ïðè ñîîòâåòñòâó✲
þùåì âûáîðå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äîêàçàíà ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê ðåøåíèþ çàäà÷è â ñîáîëåâñêîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé✱
èíòåãðèðóåìûõ âìåñòå ñî ñâîèìè îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè â êâàäðàòå✳ ➬à✲
ìåòèì✱ ÷òî ñàìî îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ✭✶✮✲✭✷✮ óêàçàííîìó ïðîñòðàíñòâó
íå ïðèíàäëåæèò✳
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✶✳ ➬àäâîðíîâ❰✳➚✳ Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ êâàçèëèíåéíîé ýëëèïòè÷åñêîé
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óí✲òà✳ Ñåð✳ Ôèç✳✲ìàòåì✳ íàóêè✳ ✷✵✶✵✳ Ò✳ ✶✺✷✱ ➑✶✳ Ñ✳ ✶✺✺ ✕ ✶✻✸✳

✷✳ ➬àäâîðíîâ❰✳➚✳✱ ➬àäâîðíîâà➹✳❰✳ ❰ ñâîéñòâàõ ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ íåëè✲
íåéíîé çàäà÷è ôèëüòðàöèè ïðè íàëè÷èè òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà ✴✴ Ó÷åí✳
çàï✳ ✃àçàí✳ óí✲òà✳ Ñåð✳ Ôèç✳✲ìàòåì✳ íàóêè✳ ✷✵✶✷✳ Ò✳ ✶✺✹✱ ➑✶✳ Ñ✳ ✶✻✷ ✕ ✶✻✻✳

✸✳ ➬àäâîðíîâ❰✳➚✳✱ ➬àäâîðíîâà➹✳❰✳ ❰ ðåøåíèè íåëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé
íåîäíîðîäíîé çàäà÷è ôèëüòðàöèè ïðè íàëè÷èè òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà
✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✷✵✶✹✳ Ò✳ ✺✵✱ ➑✼✳ Ñ✳ ✾✽✹ ✕ ✾✽✽✳

✾✻
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Óñëîâèÿ L2✲äèññèïàòèâíîñòè ÿâíûõ ëèíåàðèçîâàííûõ

✃➹➘✲ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ ✶❉ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè

➬ëîòíèê ➚ëåêñàíäð ➚íàòîëüåâè÷✱

❐îìîíîñîâ Òèìîôåé ➚ëåêñàíäðîâè÷

ä✳ô✳✕ì✳í✳✱ ïðîôåññîð❀ àñïèðàíò ✸ ã✳î✳
❊✲♠❛✐❧✿ ❛③❧♦t♥✐❦❅❤s❡✳r✉✱ t❧♦♠♦♥♦s♦✈❅❤s❡✳r✉

äåïàðòàìåíò ìàòåìàòèêè ÔÝ❮ ❮➮Ó ➶ØÝ✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✃âàçèãàçîäèíàìè÷åñêàÿ ✭✃➹➘✮ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êè✲
íåòè÷åñêè ðåãóëÿðèçîâàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè✳ Ñ íåé ñâÿ✲
çàí êëàññ ÿâíûõ äâóõñëîéíûõ ïî âðåìåíè è ñèììåòðè÷íûõ ïî ïðîñòðàíñòâó
ðàçíîñòíûõ ñõåì✱ óæå áîëåå ✸✵ ëåò ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñà✲
ìûõ ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ ❬✶✱✷❪✳ ✃➹➘ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ïî Ïåò✲
ðîâñêîìó✳ ❮î âîïðîñû òåîðèè ✃➹➘✲ðàçíîñòíûõ ñõåì✱ âêëþ÷àÿ ñòðîãèé àíàëèç
óñëîâèé èõ óñòîé÷èâîñòè✱ ðàçðàáîòàíû ñëàáî✳

➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ L2✲äèññèïàòèâíîñòè ✶❉ ðàçíîñò✲
íûõ ñõåì óêàçàííîãî òèïà✱ ëèíåàðèçîâàííûõ íà ïîñòîÿííîì ðåøåíèè✳ ➶ûâî✲
äÿòñÿ íîâûå ðàñøèðåííûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ è ✖ âïåðâûå ✖ íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ✳ ❰íè èìåþò ôîðìó óñëîâèé íà ÷èñëî ✃óðàíòà✱ îïðåäåëÿþùåãî øàã
ïî âðåìåíè✱ è äàþò ñóùåñòâåííóþ äëÿ ïðàêòèêè èíôîðìàöèþ✳ Ïðè ôîíîâîé
ñêîðîñòè u∗ = 0 äîñòàòî÷íûå è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó
ñîáîé íå áîëåå ÷åì â ✷ ðàçà✳ Ñëó÷àé ëþáîé u∗ èçó÷åí âïåðâûå✳ ➘ëÿ íåãî
óñëîâèÿ äàíû â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ❒àõàM è ïîêàçàíî✱ êàê ìîæíî îáåñïå✲
÷èòü èõ ðàâíîìåðíîñòü ïî M ≥ 0✳ Ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ áàçèðóþòñÿ íà íîâûõ
êðèòåðèÿõ äèññèïàòèâíîñòè àáñòðàêòíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ ðåãóëÿðèçàöèåé✱
äîêàçàííûõ ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì ❬✸❪✳ Ïîäðîáíî ðåçóëüòàòû äàíû â ❬✹✱✺❪✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔ➮✱ ïðîåêò ✶✾✲✵✶✲✵✵✷✻✷✳
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ×åòâåðóøêèí➪✳❮✳ ✃èíåòè÷åñêèå ñõåìû è êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå✲
ìà óðàâíåíèé✳ ❒✳✿ ❒➚✃Ñ Ïðåññ✱ ✷✵✵✹✳

✷✳ ➴ëèçàðîâàÒ✳ ➹✳ ✃âàçèãàçîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è ìåòîäû ðàñ÷åòà
âÿçêèõ òå÷åíèé✳ ❒✳✿ ❮àó÷íûé ìèð✱ ✷✵✵✼✳

✸✳ ➹îäóíîâÑ✳✃✳✱ Ðÿáåíüêèé➶✳Ñ✳ Ðàçíîñòíûå ñõåìû✳ ❒✳✿ ❮àóêà✱ ✶✾✼✼✳

✹✳ ➬ëîòíèê➚✳➚✳✱ ❐îìîíîñîâÒ✳➚✳ ❰á óñëîâèÿõ L2✲äèññèïàòèâíîñòè ëèíå✲
àðèçîâàííûõ ÿâíûõ ✃➹➘✲ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèé îäíîìåðíîé
ãàçîâîé äèíàìèêè ✴✴ ➘îêë✳ ➚❮✳ ✷✵✶✽✳ Ò✳ ✹✽✷✳ ➑✹✳ Ñ✳ ✸✼✺✕✸✽✵✳

✺✳ ➬ëîòíèê➚✳➚✳✱ ❐îìîíîñîâÒ✳➚✳ Óñëîâèÿ L2✲äèññèïàòèâíîñòè ëèíåàðèçî✲
âàííûõ ÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ ðåãóëÿðèçàöèåé äëÿ óðàâíåíèé ✶❉ áà✲
ðîòðîïíîé ãàçîâîé äèíàìèêè ✴✴ ➷➶❒è❒Ô✳ ✷✵✶✾✳ Ò✳ ✺✾✳ ➑✸✳ Ñ✳ ✶✷✽✕✶✹✵✳

✾✼
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➶êëàä ➚✳➚✳ Ñàìàðñêîãî â ðàçâèòèå ýëåêòðîäèíàìè÷åñêîé

òåîðèè âîëíîâîäîâ

➮ëüèíñêèé ➚íàòîëèé Ñåðàôèìîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ❝❡❧❞❅❝s✳♠s✉✳r✉

Ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

Òåîðèÿ âîçáóæäåíèÿ è ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â âîëíîâîäàõ
ñâåðõâûñîêèõ ÷àñòîò èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ✱ íà÷èíàÿ ñ êîíöà òðèäöàòûõ ãî✲
äîâ äâàäöàòîãî âåêà✳ Ñòèìóëîì ê ðàçâèòèþ òåîðèè âîëíîâîäîâ ÿâèëîñü ïîÿâ✲
ëåíèå íîâûõ ìîùíûõ ãåíåðàòîðîâ Ñ➶× ñàíòèìåòðîâîãî äèàïàçîíà ìàãíèòíîãî
òèïà✳ ➶ûñîêèå óðîâíè ãåíåðèðóåìîé ìîùíîñòè îòêðûâàëè âîçìîæíîñòè ñîçäà✲
íèÿ ðàäèîëîêàòîðîâ Ñ➶× äèàïàçîíà✱ îòëè÷àþùèõñÿ âûñîêîé ðàçðåøàþùåé
ñïîñîáíîñòüþ è áîëüøîé òî÷íîñòüþ✳ ❰ñâîåíèå ðàäèîòåõíèêè â ñàíòèìåòðîâîì
äèàïîçîíå äëèí âîëí ñòàëî íàñóùíîé çàäà÷åé äëÿ ñîâåòñêîé ðàäèîëîêàöèè â
ïåðâûå ïîñëåâîåííûå ãîäû✳

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè âîçáóæäåíèÿ ðàäèîâîëíîâîäîâ áûëè ïðåä✲
ñòàâëåíû ➹✳➶✳ ✃èñóíüêî ❬✶❪✳ Ýòè ðàáîòû âûçâàëè øèðîêèé ðåçîíàíñ â íàó÷íîé
ñðåäå è ïðèâëåêëè âíèìàíèå ìíîãèõ ó÷åíûõ ê ðåøåíèþ çàäà÷ âîëíîâîäíîé
ýëåêòðîäèíàìèêè✳ ❰ñíîâíîé ïðîáëåìîé òåîðèè âîëíîâîäîâ áûëà ôîðìóëèðîâ✲
êà ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è âîçáóæäåíèÿ âîëíîâîäà✱ êàê êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé ❒àêñâåëëà â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè✱ êîòîðîé ÿâëÿëñÿ
âîëíîâîä✳ ➶ ðàáîòàõ ➚✳➚✳ Ñàìàðñêîãî è ➚✳❮✳ Òèõîíîâà ❬✷✲✹❪ áûëè ïîñòðî✲
åíû ñèñòåìû ðåøåíèé óðàâíåíèé ❒àêñâåëëà â íåîãðàíè÷åííûõ âîëíîâîäàõ✱
êîòîðûå ïîëó÷èëè íàçâàíèå íîðìàëüíûõ âîëí✳ ➪ûëè óñòàíîâëåíû òåîðåìû î
ðàçëîæèìîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â âîëíîâîäå ïî ñèñòåìå íîðìàëüíûõ
âîëí✱ ïîñòðîåíû â ÿâíîì âèäå êîìïîíåíòû òåíçîðà ➹ðèíà äëÿ âîëíîâîäíîé îá✲
ëàñòè✱ óäîâëåòâîðÿþùèå ïðèíöèïó èçëó÷åíèÿ✱ êîòîðûé áûë ñôîðìóëèðîâàí
êàê óñëîâèå îòñóòñòâèÿ âîëí✱ ïðèõîäÿùèõ èç áåñêîíå÷íîñòè✳ Öèêë ðàáîò ➚✳➚✳
Ñàìàðñêîãî è ➚✳❮✳ Òèõîíîâà ïî òåîðèè âîçáóæäåíèÿ âîëíîâîäîâ ïîëîæèë íà✲
÷àëî íîâîìó íàïðàâëåíèþ â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå✿ ðàññìîòðåíèþ çàäà÷ â
íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà è ôîðìèðîâàíèå óñëîâèé èçëó÷åíèÿ
äëÿ òàêèõ îáëàñòåé✳

➶ íàñòîÿùåì äîêëàäå äàåòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ íà✲
ïðàâëåíèÿ✱ ñâÿçàííîãî ñ îáîñíîâàíèåì ðàçëîæèìîñòè ïî íîðìàëüíûì âîëíàì
â âîëíîâîäàõ✱ ñîäåðæàùèõ äèýëåêòðè÷åñêèå íàïðàâëÿþùèå ñòðóêòóðû✳ ➶ òà✲
êèõ âîëíîâîäàõ òàêæå ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ❒àêñâåëëà✱ èìåþùèå
õàðàêòåð ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí✳ Ïîëíîòà è áàçèñíîñòü òàêèõ íîðìàëüíûõ
âîëí îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðíîãî ïó÷êà íåñàìîñî✲
ïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ✱ ïîðîæäåííûõ óðàâíåíèÿìè ❒àêñâåëëà è
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ❬✺❪✱ ❬✻❪✳ Òàêèì ñòðóêòóðàì ïðèñóùè ðàçëè÷íûå êà✲
÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ íîðìàëüíûõ âîëí✱ òàêèõ êàê àíîìàëüíàÿ

✾✽



Ñåêöèÿ ×èñëåííûå ìåòîäû

äèñïåðñèÿ✱ îáðàçîâàíèå âñòðå÷íûõ ïîòîêîâ ìîùíîñòè â ïðåäåëàõ ïîïåðå÷íî✲
ãî ñå÷åíèÿ✱ ñóùåñòâîâàíèå òî÷åê æîðäàíîâîé êðàòíîñòè âîëíîâûõ ÷èñåë íîð✲
ìàëüíûõ âîëí✳

Ðåøåíèå çàäà÷ î íîðìàëüíûõ âîëíàõ ïîçâîëèëî ðàññìîòðåòü ìàòåìàòè✲
÷åñêóþ çàäà÷ó âîçáóæäåíèÿ íåðåãóëÿðíûõ âîëíîâîäîâ è ïîñòðîèòü âû÷èñëè✲
òåëüíûå àëãîðèòìû ðàñ÷åòà Ñ➶×✲óñòðîéñòâ✳

➶ äîêëàäå ðàññìîòðåí ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ â íåðåãóëÿð✲
íîì âîëíîâîäå✱ îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè íîðìàëüíûõ âîëí ❬✼❪✳

➬àäà÷à âîçáóæäåíèÿ âîëíîâîäíûõ ñèñòåì çàäàííûìè òîêàìè íå ÿâëÿåòñÿ
ñàìîñîãëàñîâàííîé✳ Ðåøåíèå çàäà÷è ðåàëüíîãî âîçáóæäåíèÿ òðåáóåò ðåøåíèÿ
çàäà÷è îá èçëó÷åíèè âèáðàòîðà â âîëíîâîäíîì òðàêòå✱ ñîãëàñîâàííîãî ñ âîë✲
íîâîäíîé ëèíèåé✳ ➴ùå â ✶✾✹✾ ãîäó ñàìîñîãëàñîâàííóþ çàäà÷ó âîçáóæäåíèÿ
âîëíîâîäà òîíêèì âèáðàòîðíûì èçëó÷àòåëåì ðåøèëè ➚✳❮✳ Òèõîíîâ è ➚✳➚✳
Ñàìàðñêèé✳ Ñòðîãîå ðåøåíèå î ñâÿçè âîëíîâîäîâ ÷åðåç îòâåðñòèÿ ìåòîäîì
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ðàññìîòðåíî â ðàáîòå ❬✽❪✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ✃èñóíüêî➹✳➶✳ ✃ òåîðèè âîçáóæäåíèÿ ðàäèîâîëíîâîäîâ ✴✴ ➘îêë✳ ➚❮
ÑÑÑÐ✳ ✶✾✹✻✳ Ò✳ ✺✶✱ ➑✸✳ Ñ✳ ✸✹✽ ✕ ✸✺✶✳

✷✳ Òèõîíîâ➚✳❮✳✱ Ñàìàðñêèé➚✳➚✳ ❰ âîçáóæäåíèè ðàäèîâîëíîâîäîâ ✴✴ ÷✳■✿
➷✳Ò✳Ô✳ ✶✾✹✻✳ Ò✳ ✶✻✭✶✶✮✳ Ñ✳ ✶✷✽✹✱ ÷✳■■✿➷✳Ò✳Ô✳ ✶✾✹✼✳ Ò✳ ✶✼✭✶✷✮✳ Ñ✳ ✶✹✸✶✱ ÷✳■■■✿
➷✳Ò✳Ô✳ ✶✾✹✽✳ Ò✳ ✶✽✭✸✮✳ Ñ✳ ✹✽✼✳

✸✳ Òèõîíîâ➚✳❮✳✱ Ñàìàðñêèé➚✳➚✳ ❰ ïðåäñòàâëåíèè ïîëÿ â âîëíîâîäå â âè✲
äå ñóììû ïîëåé Ò➴ è Ò❒ ✴✴ ➷✳Ò✳Ô✳ ✶✾✹✽✳ Ò✳ ✶✽✱ ➑✼✳ Ñ✳ ✾✺✾ ✕ ✾✻✸✳

✹✳ Òèõîíîâ➚✳❮✳✱ Ñàìàðñêèé➚✳➚✳ ❰ ïðèíöèïå èçëó÷åíèÿ ✴✴ ➷ÝÒÔ✳ ✶✾✹✽✳
Ò✳ ✶✽✱ ➑✷✳ Ñ✳ ✷✹✸ ✕ ✷✹✽✳

✺✳ ➮ëüèíñêèé➚✳Ñ✳ ❰áîñíîâàíèå ìåòîäà ðàñ÷åòà ñîáñòâåííûõ âîëí ìèê✲
ðîïîëîñêîâîé ëèíèè ïåðåäà÷è ✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✶✾✽✶✳
Ò✳ ✶✼✱ ➑✶✵✳ Ñ✳ ✶✽✻✽ ✕ ✶✽✼✹✳

✻✳ ➮ëüèíñêèé➚✳Ñ✳✱ ÑìèðíîâÞ✳➹✳ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåñ✲
ñà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé â ùåëåâûõ ëèíèÿõ ïå✲
ðåäà÷è ✴✴ ➷✳➶✳❒✳ è ❒✳Ô✳ ✶✾✽✼✳ Ò✳ ✷✼✱ ➑✷✳ Ñ✳ ✷✺✷ ✕ ✷✻✶✳

✼✳ ➮ëüèíñêèé➚✳Ñ✳✱ ❈âåøíèêîâ➚✳ ➹✳ ❒åòîä èññëåäîâàíèÿ íåðåãóëÿðíûõ
âîëíîâîäîâ ✴✴ ➷✳➶✳❒✳ è ❒✳Ô✳ ✶✾✻✽✳ Ò✳ ✽✱ ➑✷✳ Ñ✳ ✸✻✸ ✕ ✸✼✸✳

✽✳ ➮ëüèíñêèé➚✳Ñ✳✱ ÑìèðíîâÞ✳➹✳ ➘èôðàêöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà
ïðîâîäÿùèõ òîíêèõ ýêðàíàõ✳ ❒✳✿ ➮ÏÐ➷Ð✱ ✶✾✾✻✳ ✕ ✶✼✻ ñ✳

✾✾
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❒åòîäû èäåíòèôèêàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

✃àáàíèõèí Ñåðãåé ➮ãîðåâè÷✱ Øèøëåíèí ❒àêñèì ➚ëåêñàíäðîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ÷ëåí✲êîððåñïîíäåíò Ð➚❮✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ❦❛❜❛♥✐❦❤✐♥❅ss❝❝✳r✉✱ ♠❛①✐♠✳s❤✐s❤❧❡♥✐♥❅ss❝❝✳r✉

➮íñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè
Ñ❰ Ð➚❮✱ ❮îâîñèáèðñê✱ Ðîññèÿ

➶ äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû íîâûå ðåçóëüòàòû ïî îïðåäåëåíèþ è óòî÷íåíèþ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé✱ âîçíèêàþùèõ â ôèçèêå✱ ãåîôèçèêå✱ ýêîíîìèêå✱ áèî✲
ëîãèè è ìåäèöèíû✳ ❒àòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñèñòåìó óðàâ✲
íåíèé✱ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è✱ â ñëó÷àå ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà✱ íà÷àëüíûå
äàííûå✳ ❮åêîòîðûå èç ýòèõ äàííûõ ìîãóò áûòü íåäîñòóïíûìè äëÿ èçìåðåíèé
✭êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé✱ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå✱ óñëîâèÿ íà ãðàíèöå✱ è äàæå
ãðàíèöà îáëàñòè✮✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò îáðàòíàÿ çàäà÷à✱ â êîòîðîé íåîáõî✲
äèìî îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ìîäåëè ïî íåêîòîðîé äîïîëíèòåëü✲
íîé èíôîðìàöèè î ñàìîì ïðîöåññå✱ òî åñòü✱ î ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è✳ ➘îïîë✲
íèòåëüíîé èíôîðìàöèåé î ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è ìîãóò áûòü èçìåðåíèÿ íà
ãðàíèöå îáëàñòè✱ èçìåðåíèÿ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ èññëåäóåìîé îáëàñòè✱ à òàê✲
æå ñïåêòðàëüíûå äàííûå èëè äàííûå ðàññåÿíèÿ✳ Ïðèâåäåí îáçîð ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷✱ âêëþ÷àÿ ìåòîäû ❮üþòîíà✲✃àíòîðîâè÷à✱
➹åëüôàíäà✲❐åâèòàíà✲êðåéíà è ìåòîäîû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ✳ Ðàññìàò✲
ðèâàþòñÿ ïðîáëåìû ïðèìåíåíèÿ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ✱ íåéðîííûõ ñåòåé
è ìåòîäîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ✱ âîçíèêàþùèå ïðè ðåøåíèè ìíîãîïàðàìåòðè✲
÷åñêèõ îáðàòíûõ çàäà÷ ãåîôèçèêè✱ òîìîãðàôèè✱ àêóñòèêè è ýëåêòðîäèíàìèêè✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ✃àáàíèõèíÑ✳➮✳ ❰áðàòíûå çàäà÷è✳ ➮çäàòåëüñòâî Ñ❰ Ð➚❮✱ ❮îâîñè✲
áèðñê✱ ✷✵✶✽✳

✷✳ ❑❛❜❛♥✐❦❤✐♥ ❙✳ ■✳✱ ❙❛t②❜❛❡✈❆✳❉✳✱ ❙❤✐s❤❧❡♥✐♥▼✳❆✳ ❉✐r❡❝t ▼❡t❤♦❞s ♦❢ ❙♦❧✈✐♥❣
▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ■♥✈❡rs❡ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ Pr♦❜❧❡♠s✱ ❱❙P✱ ❯tr❡❝❤t✱ ❇♦st♦♥✱ ✷✵✵✹✳

✸✳ ❑❛❜❛♥✐❦❤✐♥ ❙✳ ■✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❞ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s
✴✴ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥✈❡rs❡ ❛♥❞ ■❧❧✲P♦s❡❞ Pr♦❜❧❡♠s✳ ✷✵✵✽✳ ❱♦❧✳ ✶✻✳ ◆♦ ✹✳ P✳ ✸✶✼✕
✸✺✼✳

✶✵✵
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Ñìåøàííûå ìåòîäû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ

ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ çàäà÷ òåîðèè òîíêèõ íåïîëîãèõ

îáîëî÷åê

✃àð÷åâñêèé ❒èõàèë ❒èðîíîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ♠❦❛r❝❤❡✈✹✹❅②❛♥❞❡①✳r✉

✃àçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò✱ ✃àçàíü✱ Ðîññèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ðàâíîâåñèè òîíêîé
óïðóãîé îáîëî÷êè â ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé òåîðèè ➪óäÿíñêîãî ✖
Ñàíäåðñà ✭ñì✳ ❬✶❪✱ ñ✳ ✺✺✶✮ â îáùèõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ✱ ñâÿçàííûõ ñî
ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòüþ îáîëî÷êè✳ ❮à îñíîâå òåîðåìû ✃àíòîðîâè÷à î íåÿâ✲
íîé ôóíêöèè ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà âíåøíþþ íàãðóçêó✱ îáåñïå✲
÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ
èñõîäíîé çàäà÷è✳ ➮ññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ❮üþòîíà ✖
✃àíòîðîâè÷à äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ✳ Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â
ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ èãðàåò èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî êîýðöèòèâíîñòè äëÿ îïåðà✲
òîðà ñèñòåìû óðàâíåíèé ëèíåéíîé òåîðèè íåïîëîãèõ îáîëî÷å â ðàìêàõ ìîäåëè
✃îéòåðà ✭ñì✳ ïî ýòîìó ïîâîäó ❬✶❪✮✳

➘ëÿ äèñêðåòèçàöèè çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ ñìåøàííàÿ ñõåìà ìåòîäà êîíå÷✲
íûõ ýëåìåíòîâ✱ àíàëîãè÷íàÿ ñõåìå èç ❬✷❪ è îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè â êà✲
÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ íîðìàëüíîãî ñìå✲
ùåíèÿ ✭ïðîãèáà✮ îáîëî÷êè✳ Ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ëàãðàíæåâûõ✱ âî✲
îáùå ãîâîðÿ✱ êðèâîëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ïîðÿäêà✳

Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
äèñêðåòíîé çàäà÷è✳ Óêàçàíû îöåíêè òî÷íîñòè â ñëó÷àå✱ êîãäà ñðåäèííàÿ ïî✲
âåðõíîñòü îáîëî÷êè è êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ ñìåùåíèé îáëàäàþò äîñòà✲
òî÷íîé ãëàäêîñòüþ ✭â ñìûñëå ïðèíàäëåæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðîñòðàí✲
ñòâó Ñîáîëåâà✮✳

Ñêîíñòðóèðîâàíû è èññëåäîâàíû íà ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííûé ìåòîä ❮üþ✲
òîíà ✖ ✃àíòîðîâè÷à è ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè ñ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì ñåäëî✲
âîãî òèïà äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âåêòîðà óçëîâûõ
ïàðàìåòðîâ ðåøåíèÿ ñìåøàííîé ñõåìû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔ➮ ✭ïðîåêòû ➑ ✶✽✲✹✶✲
✶✻✵✵✶✹✱ ✶✾✲✵✽✲✵✶✶✽✹✮

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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✷✳ ➚ñòðàõàíöåâ➹✳Ï✳ ❰ ñìåøàííîì ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â çàäà÷àõ
òåîðèè îáîëî÷åê ✴✴ ➷óðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè✲
÷åñêîé ôèçèêè✳ ✶✾✽✾✳ Ò✳ ✷✾✱ ➑✶✵✳ Ñ✳ ✶✹✾✷ ✕ ✶✺✵✹✳
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❰ òî÷íîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì ñêâîçíîãî ñ÷åòà â îáëàñòÿõ

ãëàäêîñòè ðàññ÷èòûâàåìûõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé

✃îâûðêèíà ❰ëÿíà ➚ëåêñàíäðîâíà✶

❰ñòàïåíêî ➶ëàäèìèð ➶èêòîðîâè÷✷

✶✿ ê✳ô✳✲ì✳í✳✱ ➮íñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì✳ ❒✳➚✳❐àâðåíòüåâà Ñ❰ Ð➚❮✱ ❮îâîñèáèðñê✱ Ðîññèÿ
✷✿ ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ ïðîôåññîð✱ ❮îâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò✱

➮íñòèòóò ãèäðîäèíàìèêè èì✳ ❒✳➚❐àâðåíòüåâà Ñ❰ Ð➚❮✱ ❮îâîñèáèðñê✱ Ðîññèÿ

❊✲♠❛✐❧✿ ♦❧②❛♥❛❅♥❣s✳r✉✱ ♦st❛♣❡♥❦♦❴✈✈❅♥❣s✳r✉

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ÿâíûå äâóõñëîéíûå ïî âðåìåíè ðàçíîñòíûå ñõåìû✱ ïðåä✲
íàçíà÷åííûå äëÿ ñêâîçíîãî ðàñ÷åòà ðàçðûâíûõ ðåøåíèé êâàçèëèíåéíûõ ãè✲
ïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ✳ ➮çó÷àåòñÿ òî÷íîñòü✱ ñ êîòîðîé ýòè
ñõåìû ñõîäÿòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ â íåêîòîðîé îáëàñòè åãî ãëàäêîñòè G✳ Ïî✲
êàçàíî✱ ÷òî òàêàÿ òî÷íîñòü â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå (x, t) ∈ G îïðåäåëÿåòñÿ
ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè k ñõåìû íà ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ è ïîðÿäêîì òî÷íî✲
ñòè α✱ ñ êîòîðûì ñõåìà ïðèáëèæàåò âíóòðåííèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ëèíèè
L(x, t) = S(x, t)∩ ∂G✱ ãäå S(x, t) ✖ îáëàñòü çàâèñèìîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîé ñè✲
ñòåìû â òî÷êå (x, t) è ∂G ✖ ãðàíèöà îáëàñòè G✳ Ïðè óñëîâèè α ≥ k ëîêàëüíàÿ
òî÷íîñòü ñõåìû â òî÷êå (x, t) çàäàåòñÿ ïîðÿäêîì k åå êëàññè÷åñêîé àïïðîê✲
ñèìàöèè✱ à ïðè α < k ýòà òî÷íîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïîðÿäêîì α àïïðîêñèìàöèè
âíóòðåííèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ëèíèè L(x, t)✳

➴ñëè ëèíèÿ L(x, t) öåëèêîì ïðèìûêàåò ê ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè✱ òî
òîãäà íåîáõîäèìîãî ïîâûøåíèÿ íà íåé çíà÷åíèÿ α ìîæíî äîáèòüñÿ çà ñ÷åò ïî✲
âûøåíèÿ òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé✱ à òàêæå
çà ñ÷åò ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû â ñìåæíûõ ñ ãðàíèöåé
ÿ÷åéêàõ ðàçíîñòíîé ñåòêè✱ â êîòîðûõ íåëüçÿ ïðèìåíÿòü îñíîâíóþ ñõåìó✳ ➴ñ✲
ëè æå ëèíèÿ L(x, t) êàêîé✲ëèáî ñâîåé ÷àñòüþ ïðèìûêàåò ê ôðîíòó óäàðíîé
âîëíû✱ òî òîãäà çíà÷åíèÿ α áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ òî÷íîñòüþ✱ ñ êîòîðîé ñõåìà
ïðèáëèæàåò óñëîâèÿ ➹þãîíèî✳ ➮ìåííî ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ ñíèæåíèå ïîðÿäêà
ñõîäèìîñòè â îáëàñòè âëèÿíèÿ óäàðíîé âîëíû ïðè ðàñ÷åòàõ ïî ◆❋❈ ✭◆♦♥❧✐♥❡❛r
❋❧✉① ❈♦rr❡❝t✐♦♥✮ ñõåìàì ôîðìàëüíî ïîâûøåííîé òî÷íîñòè✳

➶ êà÷åñòâå êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ óäàðíûõ
âîëí ïî ñõåìå Ðóñàíîâà✱ ❚❱❉✲✱ ▼❯❙❈▲✲ è ❲❊◆❖✲ñõåìàì✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîí✲
äà ✭ãðàíò ➑ ✶✻✲✶✶✲✶✵✵✸✸✮✳

✶✵✷
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Ïðèìåíåíèå ðàçíîñòíûõ ñõåì ìåòîäà îïîðíûõ îïåðàòîðîâ

äëÿ ðàñ÷åòà îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé✱ âîçíèêàþùèõ ïðè

ëàçåðíîì ñïåêàíèè ìåòàëëè÷åñêèõ ïîðîøêîâ

✃îëäîáà ➚ëåêñàíäð ➶àñèëüåâè÷✶

Ïîâåùåíêî Þðèé ➚íäðååâè÷✷

✶✿ ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ çàâåäóþùèé ëàáîðàòîðèåé✱ ❒îñêîâñêèé ôèçèêî✲òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✷✿ ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ â✳í✳ñ✳✱ ➮íñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì✳❒✳➶✳✃åëäûøà Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❊✲♠❛✐❧✿ ❦♦❧❞♦❜❛❅r❛♠❜❧❡r✳r✉✱ ❤❡❝♦♥❅♠❛✐❧✳r✉

❰äíîé èç êëþ÷åâûõ ïðîáëåì ìàòåðèàëîâåäåíèÿ✱ âîçíèêàþùåé ïðè èñ✲
ïîëüçîâàíèè òåõíîëîãèè ëàçåðíîé íàïëàâêè ïîðîøêîâ✱ ÿâëÿåòñÿ ïðåäñêàçà✲
íèå îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé â èçäåëèè✱ êîòîðûå ôîðìèðóþòñÿ â ðåçóëüòà✲
òå ëîêàëüíîãî ïëàâëåíèÿ ìàòåðèàëà è åãî ïîñëåäóþùåé ðåëàêñàöèåé ê èñ✲
õîäíîé òåìïåðàòóðå✱ ñîïðîâîæäàþùåéñÿ íåîäíîðîäíûì çàòâåðäåâàíèåì ❬✶✲✸❪✳
➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íàïðÿæåííî✲
äåôîðìàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîäëîæêè è ✧âàëèêà íàïëàâëåííîãî íà íåå â ïðî✲
öåññå ëàçåðíîãî ñïåêàíèÿ ìåòàëëè÷åñêîãî ïîðîøêà✱ âñëåäñòâèå èõ ëîêàëüíîãî
íàãðåâà ✭âûøå òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ✮ è ïîñëåäóþùåãî çàòâåðäåâàíèÿ ❬✸❪✳
❒îäåëü âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâóìåðíûå ñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ òåðìîóïðóãî✲
ñòè✱ îïèñûâàþùèå íàïðÿæåííî✲äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå íåîäíîðîäíî íà✲
ãðåòîãî èçäåëèÿ✱ è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ✱ àïïðîêñèìèðóþùèå òåïëîôè✲
çè÷åñêèå è óïðóãèå ñâîéñòâà èñïîëüçóåìûõ ìàòåðèàëîâ â øèðîêîì äèàïàçîíå
òåìïåðàòóð âïëîòü äî òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ✳ Ðàçðàáîòàííûé äëÿ ÷èñëåí✲
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé òåðìîóïðóãîñòè âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì
îñíîâàí íà ìåòîäå îïîðíûõ îïåðàòîðîâ ❬✹✲✻❪✱ îäíèì èç îñíîâàòåëåé êîòîðîãî
áûë ➚✳➚✳Ñàìàðñêèé✳ Ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðî✲
ñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå îñòàòî÷íûõ òåðìîóïðóãèõ íàïðÿæåíèé â ïîä✲
ëîæêå è íàïëàâëåííîì ñëîå ïîçâîëÿåò ïðîãíîçèðîâàòü ïîÿâëåíèå äåôåêòîâ✱
âîçíèêàþùèõ â èçäåëèè ïðè ëàçåðíîé íàïëàâêå ïîðîøêîâ✱ â çàâèñèìîñòè îò
ðåæèìà ëàçåðíîé îáðàáîòêè è òåïëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðèìåíÿåìûõ ìàòå✲
ðèàëîâ✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❒èðçàäåÔ✳Õ✳✱ ❮èçüåâ➶✳ ➹✳✱ Ïàí÷åíêî➶✳ß✳ ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå
ëàçåðíîãî ñïåêàíèÿ ìåòàëëè÷åñêèõ ïîðîøêîâ✳ Ñîâðåìåííûå ëàçåðíî✲
èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè✳ ❒✳✿ ➮íòåðêîíòàêò ❮àóêà✱ ✷✵✶✺✳ ❈✳ ✷✾✼ ✕
✸✷✹✳

✷✳ ❮èçüåâ➶✳ ➹✳✱ ❒èðçàäåÔ✳Õ✳✱ Ïàí÷åíêî➶✳ß✳✱ ×å÷åòêèí➶✳❒✳✱ Óñòþãî✲
âà ➹✳➶✳ Òåïëî✲ìàññîïåðåíîñ ïðè ëàçåðíîì ïëàâëåíèè ïîðîøêîâîé ñìåñè
✴✴ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå✳ ✷✵✶✶✳ Ò✳ ✷✸✱ ◆♦ ✽✳ ❈✳ ✼✺ ✕ ✽✾✳

✸✳ ●✉s❛r♦✈❆✳❱✳✱ ▼❛❧❛❦❤♦✈❛✲❩✐❛❜❧♦✈❛ ■✳ ❙✳✱ P❛✈❧♦✈ ▼✳❉✳ ❚❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝

✶✵✸
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r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss❡s ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛t ❧❛s❡r tr❡❛t♠❡♥t ✴✴ P❤②s✐❝s Pr♦❝❡❞✐❛✳
✷✵✶✸✳ ❱♦❧✳ ✹✶✳ P✳ ✽✾✻ ✕ ✾✵✸✳

✹✳ Ñàìàðñêèé➚✳➚✳✱ Òèøêèí➶✳Ô✳✱ Ôàâîðñêèé➚✳Ï✳✱ Øàøêîâ❒✳Þ✳ ❰ïåðà✲
òîðíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû ✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✶✾✽✶✳ Ò✳ ✶✼✱
◆♦ ✼✳ ❈✳ ✶✸✶✼ ✕ ✶✸✷✼✳

✺✳ Ñàìàðñêèé➚✳➚✳✱ ✃îëäîáà➚✳➶✳✱ ÏîâåùåíêîÞ✳➚✳✱ Òèøêèí➶✳Ô✳✱ Ôàâîð✲
ñêèé➚✳Ï✳ Ðàçíîñòíûå ñõåìû íà íåðåãóëÿðíûõ ñåòêàõ✳ ❒èíñê✿ ✃ðèòåðèé✱
✶✾✾✻✳

✻✳ ✃îëäîáà➚✳➶✳✱ ÏîâåùåíêîÞ✳➚✳✱ ➹àñèëîâà➮✳➶✳✱ ➘îðîôååâà➴✳Þ✳ Ðàç✲
íîñòíûå ñõåìû ìåòîäà îïîðíûõ îïåðàòîðîâ äëÿ óðàâíåíèé òåîðèè óïðó✲
ãîñòè ✴✴ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå✳ Ò✳ ✷✹✱ ◆♦ ✶✷✳ Ñ✳ ✽✻ ✕ ✾✻✳

✶✵✹
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❰ïòèìàëüíûå✱ ÿâíî ðàçðåøèìûå äèñêðåòíûå

ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñ êîíòðîëèðóåìûì äèñáàëàíñîì

➽òåïëîâîé ýíåðãèè➾

✃îíîâàëîâ ➚íàòîëèé ❮èêîëàåâè÷

ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ àêàäåìèê Ð➚❮
❊✲♠❛✐❧✿ ❦❛♥❅ss❝❝✳r✉

➮íñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè
Ñ❰ Ð➚❮✱ ❮îâîñèáèðñê✱ Ðîññèÿ

Ïîñòðîåíû è îáîñíîâàíû ýêîíîìè÷íûå ÿâíî✲ðàçðåøèìûå ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè äëÿ ëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷✳ Ðàññìîòðåíà íà÷àëüíî✲êðàåâàÿ
ïàðàáîëè÷åñêàÿ çàäà÷à✱ ñ êîòîðîé✱ íàïðèìåð✱ ñâÿçàí ðåàëüíûé ôèçè÷åñêèé
ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â îãðàíè÷åííîì ôàçîâîì îáúåìå✳ ➬àäàííûìè
ïàðàìåòðàìè èçó÷àåìîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûå ôóíê✲
öèè✿ ïëîòíîñòü✱ òåïëîåìêîñòü✱ òåïëîïðîâîäíîñòü è óäåëüíàÿ ïëîòíîñòü âíóò✲
ðåííèõ èñòî÷íèêîâ ✭ñòîêîâ✮ òåïëà✳ ➮ñêîìûå ïàðàìåòðû ✕ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ
òåìïåðàòóðû✱ âåêòîð ïîòîêà✱ à òàêæå âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà✳ Ñâÿçü ìåæäó
èñêîìûìè ïàðàìåòðàìè èçó÷àåìîãî ïðîöåññà çàäàåòñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ êî✲
ëè÷åñòâà òåïëà✱ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ è îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì✳ Ïðåä✲
ëîæåí ïîäõîä äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîíêðåòíîãî ìàòåðèàëà✱ êîòîðûé èìååò ðàç✲
ëè÷íûå àãðåãàòíûå ñîñòîÿíèÿ✳ Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ñîãëàñîâàí✲
íîé ñ ãðàíèöåé ðàâíîìåðíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè✳ ❰áîñíîâàíî âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ ñîïðÿæåíî✲ñîãëàñîâàííîé àïïðîêñèìàöèè✳

✶✵✺
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➮òåðàöèîííûå ìåòîäû äëÿ ñåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé

ëèíåéíî✲êâàäðàòè÷åñêèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ

äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè

❐àïèí ➚ëåêñàíäð ➶àñèëüåâè÷✶

Ðîìàíåíêî ➚ðòóð ➘àíèëåâè÷✷

✶✿ ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð✱ ➮íñòèòóò ➶❒➮➮Ò✱ ✃ÔÓ✱ ✃àçàíü✱ Ðîññèÿ✱ ❚✐❛♥❥✐♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡ ❛♥❞

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ❚✐❛♥❥✐♥✱ P✳❘✳ ❈❤✐♥❛

✷✿ ê✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ➮íñòèòóò ➶❒➮➮Ò✱ ✃ÔÓ✱ ✃àçàíü✱ Ðîññèÿ

❊✲♠❛✐❧✿ ❛✈❧❛♣✐♥❡❅♠❛✐❧✳r✉✱ r♦♠❛rt✾✷❅♠❛✐❧✳r✉

Ïóñòü Ω ⊂ R
2 ✕ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ êóñî÷íî✲ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω =

ΓD ∪ ΓN , meas ΓD > 0✱ QT = Ω× (0, T ]✱ ΣD = ΓD × (0, T ] è ΣN = ΓN × (0, T ]✳
❒û ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó

Dα
t y −∆y = u â QT ,

y = 0 íà ΣD,
∂y

∂n
= q íà ΣN , y = 0 ïðè t = 0, x ∈ Ω,

✭✶✵✮

ãäå Dα
t y(t) ✕ ïðîèçâîäíàÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà â îïðåäåëåíèè ✃àïóòî ✭ñì✳ ❬✶❪✮✿

Dα
t y(t) =

1

Γ(1− α)

t∫

0

(t− s)−α
∂y

∂s
(s) ds, 0 < α < 1,

Γ(x) ✕ ãàììà✲ôóíêöèÿ✱ ∆ ✕ îïåðàòîð ❐àïëàñà✱ ôóíêöèè u è q èãðàþò ðîëü
ôóíêöèé óïðàâëåíèÿ✱ à y ✕ ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ✳ Ïðè u ∈ L2(QT )✱ q ∈ L2(ΣN)
çàäà÷à ✭✶✵✮ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y ∈ W = {y ∈ L2(0, T ;V ) : Dα

t y(t) ∈
L2(QT )}✱ V = {u ∈ H1(Ω) : u(x) = 0 íà ΓD} ✭❬✷❪✮✳

➬àäàäèì öåëåâîé ôóíêöèîíàë

J(y, u, q) =
1

2

∫

QT

(y(x, t)− yd(x, t))
2dxdt+

1

2

∫

QT

u2dxdt+
1

2

∫

ΣN

q2dΓdt, ✭✶✶✮

yd(x, t) ∈ L2(Q) è ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé✿

Uad = {u : |u| 6 umax ï✳âñ✳ â QT}, Qad = {q : |q| 6 q̄ ï✳âñ✳ â ΣN},
Yad = {y ∈ W : ymin 6 y 6 ymax ï✳âñ✳ â QT}.

➪óäåì ðåøàòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

min
(y,u,q)∈K

J(y, u, q),

K = {(y, u, q) ∈ Yad × Uad ×Qad è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ✭✶✵✮}.
✭✶✷✮

✶✵✻
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➬àäà÷à ✭✶✷✮ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (y, u, q)
❒û àïïðîêñèìèðóåì äðîáíóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå tk = kτ ðàâíîìåðíîé

ïî âðåìåíè ñåòêè✱ èñïîëüçóÿ ò✳í✳ L1✲àïïðîêñèìàöèþ✿

Dα
t y(tk) ≈ ∂αt y(tk) =

1

Γ(1− α)

k∑

j=1

yj − yj−1

τ

tj∫

tj−1

(tk − s)−α ds.

➚ïïðîêñèìàöèþ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ✭✶✵✮
è çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ✭✶✷✮ ñòðîèì✱ èñïîëüçóþ ìåòîä êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà è ïðîñòåéøèå êâàäðàòóðû✳

Ñåòî÷íûå àíàëîãè ✭✶✵✮ è ✭✶✷✮ èìåþò åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ✳ ✃ðîìå òîãî✱
äëÿ ðåøåíèÿ ñåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è ñîñòîÿíèÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà
óñòîé÷èâîñòè

1
τα ‖ynh‖2 +

n∑
k=1

‖ykh‖21 6 C
n∑
k=1

(
‖ukh‖2−1 + ‖qkh‖20,Γ

)
∀n, ✭✶✸✮

ñ ïîñòîÿííîé C✱ íå çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðîâ ñåòêè✱ è ñåòî÷íûìè àíàëîãàìè
íîðì L2(Ω)✱ H1(Ω)✱ H−1(Ω) è L2(ΓN)✳

❒û ñòðîèì ýôôåêòèâíî ðåàëèçóåìûé ïðåäîáóñëîâëåííûé èòåðàöèîííûé
ìåòîä Óäçàâû äëÿ äèñêðåòíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ✭❬✸❪✮✱ îáîñíî✲
âûâàåì åãî ñõîäèìîñòü✳ Ïðè îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè è âûáîðå èòåðàöèîííûõ
ïàðàìåòðîâ èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà óñòîé÷èâîñòè ✭✶✸✮✳ ➶ ÷àñòíîì ñëó÷àå îòñóò✲
ñòâèÿ îãðàíè÷åíèé íà ñîñòîÿíèå y èòåðàöèîííûé ìåòîä ñõîäèòñÿ ñ ëèíåéíîé
ñêîðîñòüþ✱ íå çàâèñÿùåé îò øàãîâ ñåòêè✳

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ✱ ïîäòâåðæäàþùèå òåîðåòè÷å✲
ñêèå âûâîäû✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔ➮✱ ïðîåêò ✶✾✲✵✶✲✵✵✹✸✶✳
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❑✐❧❜❛s❆✳✱ ❙r✐✈❛st❛✈❛❍✳✱ ❚r✉❥✐❧❧♦ ❏✳ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ❊❧s❡✈✐❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✷✵✵✻✳

✷✳ ❲❛♥❣ ❏✳●✳✱ ❘❛♥❨✳❍✳✱ ❨✉❛♥❩✳❇✳ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ❢♦r
t❤❡ ❘♦❜✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✴✴ ❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ✷✵✶✽✳ ❱✳ ✼✺✱ ➑✶✶✱ P✳ ✹✶✵✼
✕ ✹✶✶✹✳

✸✳ ▲❛♣✐♥❆✳ ❯③❛✇❛✲t②♣❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t
♣r♦❜❧❡♠s✴✴ ▲♦❜❛❝❤❡✈s❦✐✐ ❏✳ ▼❛t❤✳ ✷✵✶✽✳ ❱✳ ✸✾✱ ➑✺✱ P✳ ✻✽✶ ✕ ✻✾✼✳

✶✵✼
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➮òåðàöèîííûé ìåòîä äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñâÿçàííîé çàäà÷è

îáòåêàíèÿ è òåïëîïðîâîäíîñòè ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ

❐óêèí ➶ëàäèìèð ➶ëàäèìèðîâè÷

ê✳ô✳ ✕ ì✳ í✳
❊✲♠❛✐❧✿ ✈✈❧✉❦✐♥❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

➮Ï❒ èì✳ ❒✳➶✳✃åëäûøà Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

➶ ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ÷èñëåííîé ìåòîäèêè ðå✲
øåíèÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è îáòåêàíèÿ è òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ëåòàòåëüíîãî
àïïàðàòà✱ äâèæóùåãîñÿ â àòìîñôåðå ñî ñâåðõçâóêîâûìè ñêîðîñòÿìè✳ ❮åîáõî✲
äèìîñòü ðåøàòü çàäà÷ó â ñâÿçàííîé ïîñòàíîâêå ïðîäèêòîâàíà âëèÿíèåì íà
ðåøåíèå òî÷íîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ òåïëîîáìåíà íà ïîâåðõíîñòè îáòåêàåìîãî
òåëà✳ ➶ òî æå âðåìÿ ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè è
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ àë✲
ãîðèòìîâ ñ ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè ðàñ÷åòà ✭â ÷àñòíîñòè✱ ñ ñóùåñòâåííî
ðàçëè÷íûìè øàãàìè ïî âðåìåíè✮ è ðàçëè÷íûõ ðàñ÷åòíûõ ìîäóëåé â ñîñòàâå
åäèíîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ❬✶❪✳

Ðàññìîòðåíà ìåòîäèêà è îïèñàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ✱ âêëþ÷àþùèé â
ñåáÿ àýðîäèíàìè÷åñêèé è òåïëîâîé ðåøàòåëè✱ à òàêæå ñèñòåìó âçàèìîäåé✲
ñòâèÿ óêàçàííûõ ìîäóëåé â õîäå èòåðàöèé✳ Òåïëîâîé ðåøàòåëü ðåàëèçóåò ìå✲
òîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å òåïëîïðîâîäíîñòè âíóòðè
ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà✳ ➶ êà÷åñòâå àýðîäèíàìè÷åñêîãî ðåøàòåëÿ èñïîëüçî✲
âàí êîíå÷íîîáúåìíûé ðåøàòåëü r❤♦❈❡♥tr❛❧❋♦❛♠ èç ïðîãðàììíîãî êîìïëåê✲
ñà ❖♣❡♥❋❖❆▼ ❬✷❪✱ íàïðàâëåííûé íà ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
äèíàìèêè âÿçêîãî ñæèìàåìîãî ãàçà✳

➮ññëåäîâàíû âàðèàíòû îðãàíèçàöèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà✱ âîçíèêàþ✲
ùåãî ïðè ïîïûòêå ó÷åñòü óñëîâèÿ èäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòà íà ïîâåðõ✲
íîñòè îáòåêàåìîãî òåëà✳ Ïîêàçàíî✱ ÷òî äâà âàðèàíòà îðãàíèçàöèè èòåðàöèîí✲
íîãî ïðîöåññà ✭ðèñ✳ ✶✮ ✖ ñ ïåðåäà÷åé èç ãàçà òåìïåðàòóðû è èç òåëà òåïëîâîãî
ïîòîêà è íàîáîðîò ✖ ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà✱ èç
íèõ ñõîäèòñÿ òîëüêî îäèí✳ ✃àêîé èìåííî âàðèàíò ñõîäèòñÿ â êîíêðåòíîé çà✲
äà÷å✱ çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòåðèàëîâ✳
Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ îäíîìåðíîé è ïîëíîé
òðåõìåðíîé ïîñòàíîâîê✱ ïîäòâåðæäàþùèå ñäåëàííûå íà îñíîâå òåîðåòè÷åñêî✲
ãî àíàëèçà âîçíèêàþùèõ ðàçíîñòíûõ ñõåì âûâîäû✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé ✭ïðîåêò ✶✽✲✸✶✲✷✵✵✷✵✮✳

✶✵✽
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➮ëëþñòðàöèè

Ðèñ✳ ✶✿ ➶àðèàíòû îáìåíà äàííûìè ìåæäó àýðîäèíàìè÷åñêèì è òåïëîâûì ìî✲
äóëÿìè✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ●❛❧❛♥✐♥▼✳P✳✱ ❩❤✉❦♦✈❱✳❚✳✱ ❑❧②✉s❤♥❡✈◆✳❱✳✱ ❑✉③♠✐♥❛❑✳ ❙✳✱ ▲✉❦✐♥❱✳❱✳✱
▼❛r❝❤❡✈s❦② ■✳❑✳✱ ❘♦❞✐♥❆✳ ❙✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❜♦❞② ✴✴
❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ❋❧✉✐❞s✳ ✷✵✶✽✳ ❱♦❧✳ ✶✼✷✳ P♣✳ ✹✽✸ ✕ ✹✾✶✳

✷✳ ●r❡❡♥s❤✐❡❧❞s❈✳ ❏✳✱ ❲❡❧❧❡r❍✳●✳✱ ●❛s♣❛r✐♥✐ ▲✳✱ ❘❡❡s❡ ❏✳▼✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
s❡♠✐✲❞✐s❝r❡t❡✱ ♥♦♥✲st❛❣❣❡r❡❞ ❝❡♥tr❛❧ s❝❤❡♠❡s ✐♥ ❛ ❝♦❧♦❝❛t❡❞✱ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧✱
✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❢♦r ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇s ✴✴ ■♥t✳ ❏✳ ◆✉♠❡r✳ ▼❡t❤✳
❋❧✉✐❞s✳ ✷✵✵✾✳ ❱♦❧✳ ✻✸✳ P♣✳ ✶ ✕ ✷✶✳

✶✵✾
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×èñëåííûå ìåòîäû äëÿ ïåðñïåêòèâíîãî ïðîãðàììíîãî

îáåñïå÷åíèÿ✱ óñòðîåííîãî ïî ïðèíöèïó ➽÷➻ðíîãî ÿùèêà➾

❒àðòûíåíêî Ñåðãåé ➮âàíîâè÷

ä✳ ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ❝✳ í✳ ❝✳
❊✲♠❛✐❧✿ ▼❛rt②♥❡♥❦♦❅❝✐❛♠✳r✉✱ ▼❛rt②♥❡♥❦♦❅✐❝♣✳❛❝✳r✉

Ô➹ÓÏ ➽Ö➮➚❒ èì✳ Ï✳➮✳ ➪àðàíîâà➾✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ❀
➮ÏÕÔ Ð➚❮✱ ×åðíîãîëîâêà✱ Ðîññèÿ

Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ ➚✳➚✳Ñàìàðñêîãî✱ ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå êàêîãî✲ëèáî òåõíè÷åñêîãî îáúåêòà èëè ïðîöåññà óñëîâíî ïðåä✲
ñòàâëÿþò êàê ñîâîêóïíîñòü òð➻õ îñíîâíûõ ýòàïîâ✿ ìîäåëü ✕ àëãîðèòì ✕ ïðî✲
ãðàììà ❬✶❪✳ ➶ñå ïðîáëåìû✱ ñâÿçàííûå ñ ðàçâèòèåì ñîâðåìåííîãî ïðîãðàìì✲
íîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ôèçèêî✲õèìè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ✱ ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà òðè ãðóïïû✿ ➽ôèçè÷åñêèå➾✱ ➽ìàòå✲
ìàòè÷åñêèå➾ è ➽êîìïüþòåðíûå➾✳ ➽Ôèçè÷åñêèå➾ ïðîáëåìû ñâÿçàíû ñ òðóä✲
íîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñëîæíûõ ôèçèêî✲õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ✱
➽êîìïüþòåðíûå➾ ïðîáëåìû âîçíèêàþò èç✲çà òðóäíîñòåé ñîâìåñòèìîñòè ðàç✲
íîîáðàçíûõ è áûñòðî îáíîâëÿåìûõ ïðîãðàììíûõ è àïïàðàòíûõ ñðåäñòâ✱ à
➽ìàòåìàòè÷åñêèå➾ ïðîáëåìû ñâÿçàíû ñî ñëîæíîñòüþ ôîðìàëèçàöèè îñíîâíûõ
ýòàïîâ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà✿ ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñåòêè✱ àï✲
ïðîêñèìàöèè îñíîâîïîëàãàþùèõ ✭íå✮ëèíåéíûõ ✭èíòåãðî✲✮äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé âûñîêîãî
ïîðÿäêà íà ïîñëåäîâàòåëüíîì èëè ïàðàëëåëüíîì êîìïüþòåðå✳ ➮ åñëè ñëîæ✲
íîñòü ➽ôèçè÷åñêèõ➾ ïðîáëåì îáóñëîâëåíà ìíîãîîáðàçèåì ìîäåëèðóåìûõ ïðî✲
öåññîâ è ãëóáèíîé èõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ✱ òî ➽ìàòåìàòè÷åñêèå➾ ïðî✲
áëåìû ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì íåäîñòàòî÷íîé èçó÷åííîñòè îñíîâîïîëàãàþùèõ
✭íå✮ëèíåéíûõ ✭èíòåãðî✲✮äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è íåäîñòàòî÷íûì ñî✲
âåðøåíñòâîì ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè✲
êè✳

➶ äîêëàäå ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì
äëÿ ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ✱ óñòðîåííîì ïî ïðèíöèïó ➽÷➻ðíîãî ÿùèêà➾✿
✕ óíèâåðñàëüíîñòü ✭ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðîáëåìíî✲çàâèñèìûõ êîìïîíåí✲
òîâ✮❀
✕ ýôôåêòèâíîñòü ✭òðóäî➻ìêîñòü íå áîëåå O(N logN) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðà✲
öèé â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ øàãîâ ñåòêè è ïàðàìåòðîâ çàäà÷è✱ ãäå
åñòü N êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ✮❀
✕ ïàðàëëåëèçì ✭óñêîðåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ íàèëó÷øèì ïîñëåäîâàòåëüíûì àë✲
ãîðèòìîì✮❀
✕ àäàïòèâíîñòü ✭âîçìîæíîñòü ãèáêîãî èçìåíåíèÿ ñïîñîáà è ïîðÿäêà àïïðîê✲
ñèìàöèè✮❀
✕ ìèíèìàëüíîå èñïîëüçîâàíèå ðåñóðñîâ êîìïüþòåðà✳

✶✶✵
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➶ äîêëàäå ïîêàçàíî✱ ÷òî Óíèâåðñàëüíàÿ ❒íîãîñåòî÷íàÿ Òåõíîëîãèÿ
✭Ó❒Ò✮ óäîâëåòâîðÿåò îñíîâíûì òðåáîâàíèÿì✱ ïðåäúÿâëÿåìûì ê âû÷èñëè✲
òåëüíûì àëãîðèòìàì äëÿ ïåðñïåêòèâíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ ❬✷✱ ✸❪✳
Ñèëüíûå ✭îïòèìàëüíàÿ òðóäî➻ìêîñòü✮ è ñëàáûå ✭íåîáõîäèìîñòü îïòèìèçàöèè
è òðóäíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé✮ ñòîðîíû êëàññè✲
÷åñêèõ ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ èìåþò îäèíàêîâóþ ïðè÷èíó ✕ âñïîìîãàòåëü✲
íûå Ñ❐➚Ó ìåíüøåãî ðàçìåðà✱ êîòîðûå èñïîëüçóþò äëÿ îòûñêàíèÿ ïîïðàâ✲
êè✳ ❰òëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé Ó❒Ò ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå îñíîâíîãî ìíîãîñåòî÷✲
íîãî ïðèíöèïà â îäíîñåòî÷íîì àëãîðèòìå ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè êîëè÷åñòâà
ïðîáëåìíî✲çàâèñèìûõ êîìïîíåíòîâ äëÿ ïîñëåäóþùåãî ïðèìåíåíèÿ ïðîãðàìì✲
íîì îáåñïå÷åíèè✱ óñòðîåííîì ïî ïðèíöèïó ➽÷➻ðíîãî ÿùèêà➾✳ Ôàêòè÷åñêè✱
Ó❒Ò ÿâëÿåòñÿ îäíîñåòî÷íûì ìåòîäîì ➬åéäåëÿ ñ áëî÷íûì óïîðÿäî÷åíèåì
íåèçâåñòíûõ✱ òðóäî➻ìêîñòü êîòîðîãî ñíèæåíà äî áëèçêîé ê îïòèìàëüíîé áåç
èñïîëüçîâàíèÿ ïðîáëåìíî✲çàâèñèìûõ êîìïîíåíòîâ✳

➶ äîêëàäå ðàññìîòðåíà êîíñòðóêöèÿ Ó❒Ò è ñîîòâåòñòâèå å➻ ñôîðìóëèðî✲
âàííûì âûøå òðåáîâàíèÿì ïðè ðåøåíèè ✭íå✮ëèíåéíûõ êðàåâûõ è íà÷àëüíî✲
êðàåâûõ çàäà÷ íà ãëîáàëüíî ñòðóêòóðèðîâàííûõ✱ ëîêàëüíî ñòðóêòóðèðîâàí✲
íûõ è íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ â ïîñëåäîâàòåëüíîì è ïàðàëëåëüíîì èñ✲
ïîëíåíèÿõ✳
➪ëàãîäàðíîñòè✳ ➮ññëåäîâàòåëüñêèå ðàáîòû ïðîâîäèëèñü ïðè ôèíàíñîâîé
ïîääåðæêå ãîñóäàðñòâà â ëèöå Ð❮Ô ïî ñîãëàøåíèþ ➑✶✺✲✶✶✲✸✵✵✶✷ îò ✵✽✳✵✼✳✷✵✶✺
ïî òåìå✿ ➽Ñóïåðêîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçèêî✲õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
â âûñîêîñêîðîñòíîì ïðÿìîòî÷íîì âîçäóøíî✲ðåàêòèâíîì äâèãàòåëå ãèïåðçâó✲
êîâîãî ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà íà òâ➻ðäûõ òîïëèâàõ➾✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❒àðòûíåíêîÑ✳➮✳ ❒íîãîñåòî÷íàÿ òåõíîëîãèÿ✿ òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ ✴
Ïîä✳ ðåä✳ ❒✳Ï✳ ➹àëàíèíà✳ ❒✳✿ Ô➮➬❒➚Ò❐➮Ò✱ ✷✵✶✺✳

✷✳ Ñàìàðñêèé➚✳➚✳✱ ❒èõàéëîâ➚✳Ï✳ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå✳ ❒✳✿
Ô➮➬❒➚❐➮Ò✱ ✷✵✵✷✳

✸✳ ▼❛rt②♥❡♥❦♦ ❙✳ ■✳ ❘♦❜✉st ▼✉❧t✐❣r✐❞ ❚❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❋♦r ❇❧❛❝❦✲❇♦① ❙♦❢t✇❛r❡✳ ❉❡
●r✉②t❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ✷✵✶✼✳

✶✶✶
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➘âóñòîðîííèå îöåíêè ðåøåíèé êîíå÷íî✲ðàçíîñòíûõ ñõåì è

èõ ïðèëîæåíèÿ

❒àòóñ Ï➻òð Ïàâëîâè÷

÷ëåí✲êîððåñïîíäåíò ❮➚❮ ➪åëàðóñè
❊✲♠❛✐❧✿ ♣✐♦tr✳♣✳♠❛t✉s❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

➮íñòèòóò ìàòåìàòèêè ❮àöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê ➪åëàðóñè✱ ❒èíñê✱
➪åëàðóñü

➘âóñòîðîííèå îöåíêè ðàçíîñòíûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè äëÿ çàäà÷ ñ
íåîãðàíè÷åííîé íåëèíåéíîñòüþ✱ ïîñêîëüêó îíè íåîáõîäèìû äëÿ äîêàçàòåëü✲
ñòâà ïðèíàäëåæíîñòè ðåøåíèÿ îêðåñòíîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ✳ ➘ëÿ ïîëó÷å✲
íèÿ ðàçíîñòíûõ àíàëîãîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îöåíîê✱ ìû èñïîëüçóåì ïðèí✲
öèï ìàêñèìóìà äëÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû ñî çíàêîïåðåìåííûìè âõîäíûìè äàí✲
íûìè ❬✶❪✳

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ðàçíîñòíîé ñõåìû✱ àïïðîê✲
ñèìèðóþùåé çàäà÷ó ➘èðèõëå äëÿ ìíîãîìåðíîãî êâàçèëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷å✲
ñêîãî óðàâíåíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííîé íåëèíåéíîñòüþ✱ ïîñòðîèòü äâóñòîðîííèå
îöåíêè ðåøåíèÿ✱ ñîãëàñóþùèåñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îöåíêàìè äëÿ äèôôå✲
ðåíöèàëüíîé çàäà÷è ❬✷❪✳

➶ äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû èçó÷åíèÿ ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì
äëÿ íà÷àëüíî✲êðàåâîé çàäà÷è äëÿ êâàçèëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíå✲
íèÿ ñ îáîáù➻ííûìè ðåøåíèÿìè ❬✹❪✱ ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííûõ ÷èñëåííûõ ìåòî✲
äîâ äëÿ îäíîìåðíîé íåëèíåéíîé ìîäåëè ➪èî ❬✺❪✱ à òàêæå äëÿ ñëàáîñâÿçàííûõ
ñèñòåì ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ❬✻❪✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ P✐♦tr ▼❛t✉s✱ ▲❡ ▼✐♥❤ ❍✐❡✉✱ ▲✉❜✐♥ ●✳ ❱✉❧❦♦✈ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡s ♦♥ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❣r✐❞s ❢♦r q✉❛s✐❧✐♥❡❛r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✴✴
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ✕✷✵✶✼✕ ❱♦❧✳ ✸✶✵✳ ✕
P✳✶✽✻ ✕✶✾✾✳

✷✳ Ï✳Ï✳ ❒àòóñ✱ ➘✳➪✳ Ïîëÿêîâ ❰ ñîãëàñîâàííûõ äâóñòîðîííèõ îöåíêàõ ðåøå✲
íèé êâàçèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è èõ àïïðîêñèìàöèé ✴✴
➘èôôåíö✳ óðàâíåíèÿ✳ ✕ ✷✵✶✼✕ Ò✳ ✺✸✱ ➑ ✼✳ ✕ Ñ✳ ✾✾✶✕✶✵✵✵✳

✸✳ P✐♦tr ▼❛t✉s✱ ❉♠✐tr✐② P♦❧✐❛❦♦✈✱ ▲❡ ▼✐♥❤ ❍✐❡✉ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t t✇♦✲s✐❞❡
❡s✲t✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ q✉❛s✐❧✐♥❡❛r ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡✐r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦♥ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❣r✐❞s ✴✴ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞
❆♣✲♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✷✵✶✽✱ ❱♦❧✳ ✸✹✵✱ ♣♣✳ ✺✼✶✲✺✽✶✳

✶✶✷
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✹✳ ▼❛t✉s P✳ ❖♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ■❇❱P ❢♦r q✉❛s✐❧✐♥❡❛r
♣❛r❛❜♦❧✲✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✴✴ ❈♦♠♣✳ ▼❡t❤✳ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳
✕✷✵✶✹✳ ✕ ❱♦❧✳ ✶✹✳ ✕ ◆♦✳ ✸✳ ✕P✳ ✸✻✶ ✕ ✸✼✶✳

✺✳ ❋✳❏✳ ●❛s♣❛r✱ ❋✳❏✳ ▲✐s❜♦♥❛✱ P✳ ▼❛t✉s✱ ❱✳❚✳❑✳ ❚✉②❡♥ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❇✐♦t✬s ♠♦❞❡❧ ✴✴ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞
❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ✕✷✵✶✻✳ ✕ ❱✳ ✷✾✸✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✻✱ P✳ ✻✷ ✕✼✷✳

✻✳ P✳ ▼❛t✉s✱ ❋✳❏✳ ●❛s♣❛r✱ ▲✳▼✳ ❍✐❡✉✱ ❱✳❚✳❑✳ ❚✉②❡♥ ▼♦♥♦t♦♥❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
s❝❤❡♠❡s ❢♦r ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❛♥❞ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ✴✴ ❈♦♠♣✳ ▼❡t❤✳
❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳ ✕✷✵✶✼✳ ✕ ❱♦❧✳ ✶✼✳ ✕ ◆♦✳ ✷✳ ✕ P✳ ✷✽✼ ✕ ✷✾✽✳

✼✳ Ï✳ Ï✳ ❒àòóñ✱ ❐✳ ❒✳ Õèåó✱ ➘✳ Ïûëàê ❒îíîòîííûå ðàçíîñòíûå ñõåìû âòî✲
ðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ñî ñìåøàííûìè ïðîèçâîäíûìè✴✴ ➘èôôåíö✳ óðàâíåíèÿ✳ ✕ ✷✵✶✾✕ Ò✳ ✺✺✱ ➑
✸✳ ✕ Ñ✳ ✹✷✽✕✹✹✵✳

❤tt♣✿✴✴✐♠✳❜❛s✲♥❡t✳❜②✴⑦♠❛t✉s✴

✶✶✸
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❮åëîêàëüíûå êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ ëèíåéíûõ

ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ

ïåðåìåííûìè êîåôôèöèåíòàìè

❒åëàäçå ➹àìëåò ➶àðëàìîâè÷✶

➘àâèòàøâèëè Òèíàòèí ➘àâèäîâíà✷

✶✿ ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ ïðîôåññîð✱ ➮íñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè èìåíè ❮✳➮✳❒óñõåëèøâèëè
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➶ ïðåäñòàâëåííîì äîêëàäå èññëåäóþòñÿ êðàåâûå è íà÷àëüíî✲êðàåâûå çà✲
äà÷è ñ íåëîêàëüíûìè êîíòàêòíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýë✲
ëèïòè÷åñêîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïîâ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè✳

❮àéòè ôóíêöèè

u−(x, t) ∈ C2,1(−l < x < 0, 0 < t ≤ T ) ∩ C1,0(−l ≤ x ≤ 0, 0 ≤ t ≤ T ),

u+(x, t) ∈ C2,1(0 < x < l, 0 < t ≤ T ) ∩ C1,0(0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T ),

✃îòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì
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−q−(x, t)u−(x, t) = f−(x, t), −l < x < 0, 0 < t ≤ T,
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)
− q+(x, t)u+(x, t) = f+(x, t), 0 < x < l, 0 < t ≤ T,

ãäå k−(x, t), k+(x, t), q−(x, t), q+(x, t), f−(x, t), f+(x, t) ✲ çàäàííûå äîñòàòî÷✲
íî ãëàäêèå äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè x, t❀

0 < σ−1 ≤ k−(x, t) ≤ σ−2 , −l ≤ x ≤ 0, 0 ≤ t ≤ T,

0 < σ+1 ≤ k+(x, t) ≤ σ+2 , 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T,

q−(x, t) ≥ 0, q+(x, t) ≥ 0.

Ôóíêöèè u−(x, t), u+(x, t) óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u−(x, 0) = u−0 (x), −l ≤ x ≤ 0,

u+(x, 0) = u+0 (x), 0 ≤ x ≤ l,

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u−(−l, t) = ϕ−(t), u+(l, t) = ϕ+(t), 0 ≤ t ≤ T,

✶✶✹
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ãäå u−0 (x), u
+
0 (x, t), ϕ

−(t), ϕ+(t) ✲ çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè✱ ϕ−(0) =
u−0 (−l), ϕ+(0) = u+0 (l)✳

Ôóíêöèè u−(x, t), u+(x, t) òàêæå óäîâëåòâîðÿþò íåëîêàëüíîìó êîíòàêòíî✲
ìó óñëîâèþ

u−(0, t) = u+(0, t) =
m∑

i=1

γ−i u
− (ξ−i , t

)
+

n∑

j=1

γ+i u
+
(
ξ+i , t

)
+ Φ0(t), 0 ≤ t ≤ T,

ãäå
−1 < ξ−m < ξ−m−1 < · · · < ξ−1 < 0 < ξ+1 < ξ+2 < · · · < ξ+n ,

γ−i > 0, γ+j > 0,
m∑

i=1

γ−i +
n∑

j=1

γ+j ≤ 1,

Φ0(t) ✲ çàäàííàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ✳
➚íàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó ñ íåëîêàëüíûìè êîíòàêòíûìè

óñëîâèÿìè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé✳
➘îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèè ýòèõ

çàäà÷✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà✱ ïðè ïîìîùè êîòîðîé ðåøå✲
íèå èñõîäíîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êëàññè÷åñêèõ
çàäà÷ ➘èðèõëå ✭äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé✮ è ✃îøè✲➘èðèõëå ✭äëÿ ïàðàáî✲
ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé✮✳ Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðåøåíèè íåêîòîðûõ
êîíêðåòíûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé✳

➶î âòîðîé ÷àñòè äîêëàäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ ✭ìåòîäà Ôóðüå✮ äëÿ íåêîòîðûõ ñòàöèîíàðíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ
çàäà÷ ñ íåëîêàëüíûìè êîíòàêòíûìè óñëîâèÿìè✳

✶✶✺
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➚ëãîðèòì àäàïòèâíîé èíòåðïîëÿöèè ñ ❚❚✲ðàçëîæåíèåì

äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ

èíòåðâàëüíûìè ïàðàìåòðàìè

❒îðîçîâ ➚ëåêñàíäð Þðüåâè÷✶

Ðåâèçíèêîâ ➘ìèòðèé ❐åîíèäîâè÷1,✷

✶✿ ❒îñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò ✭íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò✮

✷✿ Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð ➽➮íôîðìàòèêà è óïðàâëåíèå➾ Ð➚❮
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Ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè✱ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè✱ ãàçîâîé
äèíàìèêè è äðóãèõ✱ ïðè àíàëèçå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÷àñòî âîçíèêàþò ñèòó✲
àöèè✱ êîãäà êàêèå✲ëèáî ïàðàìåòðû òî÷íî íå èçâåñòíû✱ íî åñòü èíôîðìàöèÿ î
äèàïàçîíàõ✱ â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ èõ çíà÷åíèÿ✳ ➘ëÿ òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ âàæ✲
íûì ïîëó÷åíèå èíòåðâàëüíûõ îöåíîê ðåøåíèé ïî èçâåñòíûì èíòåðâàëüíûì
çíà÷åíèÿì èõ ïàðàìåòðîâ✳ Òðàäèöèîííî ïîäîáíûå çàäà÷è ôîðìóëèðóþòñÿ â
âèäå çàäà÷è ✃îøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
✭❰➘Ó✮ ñ èíòåðâàëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè èëè ïàðàìåòðàìè✳

➬à÷àñòóþ ñëîæíîñòü ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé
îòíîñèòåëüíî êîëè÷åñòâà èíòåðâàëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé èëè ïàðàìåòðîâ✱
ïîýòîìó åñòü íåîáõîäèìîñòü â ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáàõ óìåíüøåíèÿ òàê íàçû✲
âàåìîãî ➽ïðîêëÿòèÿ ðàçìåðíîñòè➾✳

➶ ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû óñêîðåíèÿ àëãîðèòìà àäàïòèâíîé èí✲
òåðïîëÿöèè ❬✶✕✸❪ ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ ÒÒ✲ðàçëîæåíèÿ ❬✹❪✳ Ñóòü àëãîðèòìà
çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè äèíàìè÷åñêîé ñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè íà îñíîâå
❦❞✲äåðåâà íàä ìíîæåñòâîì✱ îáðàçîâàííûì èíòåðâàëüíûìè ïàðàìåòðàìè çàäà✲
÷è✳ ✃àæäàÿ âåðøèíà äåðåâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåãóëÿðíóþ èíòåðïîëÿöèîí✲
íóþ ñåòêó✱ ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäàííîé ñòåïåíè èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëå✲
íà✳ Ñ êàæäûì óçëîì ñåòêè ñîïîñòàâëÿåòñÿ ðåøåíèå✱ íàéäåííîå ïðè ïàðàìåò✲
ðàõ✱ îïðåäåëÿåìûõ ïîëîæåíèåì óçëà â ïðîñòðàíñòâå✳ ➶ ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ
àëãîðèòìà íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ❰➘Ó ñòðîèòñÿ
êóñî÷íî✲ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ✱ êîòîðàÿ èíòåðïîëèðóåò çàâèñèìîñòü ðå✲
øåíèÿ çàäà÷è îò êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé èíòåðâàëüíûõ ïàðàìåòðîâ✳

➶ êàæäîé âåðøèíå äåðåâà õðàíèòñÿ ìíîãîìåðíûé ìàññèâ ✭òåíçîð✮✳ ✃î✲
ëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â òåíçîðå çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà èíòåðâàëüíûõ ïàðàìåò✲
ðîâ êàê (p + 1)d✱ ãäå p ✖ ñòåïåíü èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà ïî êàæäî✲
ìó èçìåðåíèþ✱ à d ✖ êîëè÷åñòâî èíòåðâàëüíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è✳ ❰ñíîâíàÿ
èäåÿ ïðàêòè÷åñêîãî óëó÷øåíèÿ ýòîé ñèòóàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ❚❚✲
ðàçëîæåíèÿ✱ êîòîðîå ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ❚❚✲❝r♦ss✱ íå âû✲
÷èñëÿÿ âñåõ ýëåìåíòîâ òåíçîðà✳

➶àæíûì ñâîéñòâîì ÒÒ✲ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî✱ ÷òî âñå àðèôìåòè÷åñêèå
✭è íå òîëüêî✮ îïåðàöèè íàä òåíçîðàìè ìîæíî âûïîëíÿòü â ýòîì ïðåäñòàâëå✲
íèè✳ ➶ ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà íàä âåðøèíàìè ïðîèçâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå

✶✶✻
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îïåðàöèè✿ èíòåðïîëÿöèÿ ïî ñåòêå è ðàçáèåíèå âåðøèíû íà äâå✳ ➶ ïåðâîì ñëó✲
÷àå äëÿ êàæäîé òî÷êè✱ â êîòîðîé íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü ïðèáëèæåííîå çíà÷å✲
íèå✱ ñòðîèòñÿ òåíçîð✱ ñîñòîÿùèé èç çíà÷åíèé áàçèñíûõ ïîëèíîìîâ ❐àãðàíæà✱
â ÒÒ✲ôîðìàòå✳ ➘àëåå ïîëó÷åííûé òåíçîð ïîýëåìåíòíî óìíîæàåòñÿ íà òåíçîð✱
õðàíÿùèéñÿ â âåðøèíå✱ è â êîíöå âû÷èñëÿåòñÿ ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ✳ ➶î âòî✲
ðîì ñëó÷àå ïðè ðàçáèåíèè âåðøèíû òðåáóåòñÿ ïðèìåíèòü îäíîìåðíóþ èíòåð✲
ïîëÿöèþ ïî êîíêðåòíîìó èçìåðåíèþ✱ ÷òîáû ïîñòðîèòü íåäîñòàþùèå çíà÷åíèÿ
â óçëàõ íîâûõ âåðøèí✳ ➘àííîå äåéñòâèå òîæå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
êîìïîçèöèé íåñêîëüêèõ îïåðàöèé✱ äîñòóïíûõ â ❚❚✲ôîðìàòå✳

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà àäàïòèâíîé èíòåðïîëÿ✲
öèè âûïîëíåíî ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ òåë ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèîííûõ
ñèë â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé òåë✱ à òàêæå ìîäåëèðî✲
âàíèå ãîðåíèÿ âîäîðîäíî✲êèñëîðîäíîé ñìåñè ïðè íàëè÷èè íåîïðåäåëåííîñòåé
â êîíñòàíòàõ ñêîðîñòåé õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé✳ ➶òîðàÿ çàäà÷à èìååò áîëüøóþ
ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü✱ òàê êàê êèíåòè÷åñêèå ìåõàíèçìû✱ ïîëó÷åííûå ðàç✲
íûìè èññëåäîâàòåëÿìè✱ ìîãóò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àòüñÿ è ïðè ýòîì ñîäåðæàòü
ñîòíè ðåàêöèé✳

➬à÷àñòóþ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò ïàðàìåòðîâ ìîæåò áûòü âûðîæäåííîé
✭íàïðèìåð✱ áîëüøàÿ ÷àñòü ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ òîæäåñòâåííî ðàâíà íó✲
ëþ✮✱ ïðè ýòîì õðàíåíèå âñåãî òåíçîðà â ÷èñòîì âèäå ÿâëÿåòñÿ íåöåëåñîîáðàç✲
íûì è èçáûòî÷íûì✳ ➮ñïîëüçîâàíèå ÒÒ✲ðàçëîæåíèÿ â àëãîðèòìå àäàïòèâíîé
èíòåðïîëÿöèè ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü îáëàñòü åãî ïðèìåíåíèÿ íà ñëó÷àé áîëü✲
øîãî ÷èñëà èíòåðâàëüíûõ ïàðàìåòðîâ✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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✹✳ ❖s❡❧❡❞❡ts ■ ✳❱✳✱ ❚②rt②s❤♥✐❦♦✈❊✳❊✳ ❚❚✲❝r♦ss ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦❢ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛②s ✴✴ ▲✐♥❡❛r ❆❧❣❡❜r❛ ❆♣♣❧✳ ❱✳ ✹✸✷✱ ➑✶✳ ✷✵✶✵✳ P✳
✼✵✕✽✽✳

✶✶✼
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➚ïïðîêñèìàöèÿ äðîáíûõ ïî âðåìåíè óðàâíåíèé

Ïèñêàðåâ Ñåðãåé ➮ãîðåâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳
❊✲♠❛✐❧✿ ♣✐s❦❛r❡✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❮➮➶Ö ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

Õîðîøî èçâåñòíî✱ ÷òî ñâîéñòâî ìàêñèìàëüíîé ðåãóëÿðíîñòè èãðàåò êëþ✲
÷åâóþ ðîëü â ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ òèïîâ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíî✲àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ❬✶❪✳ ➶ ❬✶❪ óêàçàíî✱ ÷òî â
ïðîñòðàíñòâå Cγ

0 ([0, T ];E) àíàëèòè÷íîñòü C0✲ïîëóãðóïïû ýêâèâàëåíòíà êîýð✲
öèòèâíîé ðàçðåøèìîñòè íåîäíîðîäíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿä✲
êà✳

➶ òî æå âðåìÿ èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò✱ ïîñâÿùåííûõ ìàêñè✲
ìàëüíîé ðåãóëÿðíîñòè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà✳
➶ ❬✷❪ áûëà ðàññìîòðåíà ñëàáàÿ êîýðöèòèâíîñòü äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèô✲
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâàõ Cγ([0, T ];E),
C([0, T ];Eθ) è Lp([0, T ];Eθ)✱ ñîîòâåòñòâåííî✱ ãäå Eθ ✲ èíòåðïîëÿöèîííîå ïðî✲
ñòðàíñòâî✳

➶ ïîñëåäíåå âðåìÿ äðîáíûå äèôôåðåíöèàëüíûå àäà÷è ñòàëè îäíîé èç àê✲
òóàëüíûõ òåì èññëåäîâàíèé èç✲çà èõ øèðîêîãî ïðèìåíåíèÿ â îáëàñòè ôèçèêè✱
òåõíèêè✱ áèîëîãèè è ò✳ ä✳

❒û èññëåäóåì êîýðöèòèâíîñòü â ïðîñòðàíñòâå Cγ
0 ([0, T ];E) äëÿ çàäà÷è ✃î✲

øè {
Dβu(s) = Au(s) + f(s), 0 < s ≤ T,
u(0) = u0,

(1)

â àáñòðàêòíîì ïðîñòðàíñòâå E✱ ãäå îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì àíàëè✲
òè÷åñêîãî ðàçðåøàþùåãî ñåìåéñòâà✱ à Dβ ✲ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ✃àïóòî
ñ β ∈ (0, 1). ➬àòåì ìû ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû äèñêðåòèçàöèè çàäà÷è (1) ïî
ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❆s❤②r❛❧②❡✈❆✳✱ ❙♦❜♦❧❡✈s❦✐✐ P✳ ❊✳ ❲❡❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❡q✉❛t✐♦♥s ✴ ❖♣❡r❛t♦r ❚❤❡♦r②✱ ✈♦❧✳ ✻✾✱ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❛s❡❧✱ ❇♦st♦♥✱ ❇❡r❧✐♥✿
❇✐r❦❤❛✉s❡r✱ ✶✾✾✹✳

✷✳ ❆s❤②r❛❧②❡✈❆✳✱ ▼❛rt✐♥❡③▼✳✱ P❛st♦r ❏✳✱ P✐s❦❛r❡✈ ❙✳ ❖♥ ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞♥❡ss ♦❢
❛❜str❛❝t ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s✴✴ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❲❙P❈✱ ✷✵✵✾✱ P✳ ✻✼✾✕✻✽✽✳

✶✶✽
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➘èñïåðñèîííûå è äèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà âûñîêîòî÷íûõ

áèêîìïàêòíûõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

Ðîãîâ ➪îðèñ ➶àäèìîâè÷✶

➪ðàãèí ❒èõàèë ➘ìèòðèåâè÷✷

×èêèòêèí ➚ëåêñàíäð ➶èêòîðîâè÷✸

✶✿ ä✳ ô✳✲ì✳ í✳✱ ➮Ï❒ èì✳ ❒✳➶✳ ✃åëäûøà Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✷✿ ê✳ ô✳✲ì✳ í✳✱ ➮Ï❒ èì✳ ❒✳➶✳ ✃åëäûøà Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✸✿ ê✳ ô✳✲ì✳ í✳✱ ❒ÔÒ➮ ✭➹Ó✮✱ ➘îëãîïðóäíûé✱ Ðîññèÿ

❊✲♠❛✐❧✿ r♦❣♦✈✳❜♦r✐s❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱ ♠✐❝❤❛❡❧❅❜r❛❣✐♥✳❝❝✱

❛❧❡①❝❤✐❦✐t❦✐♥❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

➘àííîå ñîîáùåíèå îñíîâàíî íà ðåçóëüòàòàõ íåäàâíèõ ðàáîò ❬✶✕✺❪✱ ïîñâÿ✲
ùåííûõ èññëåäîâàíèþ äèñïåðñèîííûõ è äèññèïàòèâíûõ ñâîéñòâ áèêîìïàêò✲
íûõ ñõåì äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà✳

Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà ïîëóäèñêðåòíûõ áè✲
êîìïàêòíûõ ñõåì îò ÷åòâåðòîãî äî âîñüìîãî ïîðÿäêà ïðîñòðàíñòâåííîé àï✲
ïðîêñèìàöèè✳ ➘ëÿ ïîëóäèñêðåòíîé äâóìåðíîé áèêîìïàêòíîé ñõåìû ÷åòâåð✲
òîãî ïîðÿäêà ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ àíèçîòðîïèè ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà✿

∂u

∂t
+ cx

∂u

∂x
+ cy

∂u

∂y
= 0, u = u(x, y, t),

ãäå cx = c cos θ✱ cy = c sin θ ✖ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â íàïðàâëåíèÿõ x è y
ñîîòâåòñòâåííî✱ θ ✖ óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ è îñüþ x✳
❮à ðèñ✳ ✶ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ïîêàçàíà ÷èñëåííàÿ ôàçîâàÿ ñêîðîñòü c∗ ❬✺❪
êàê ôóíêöèÿ óãëà θ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé áåçðàçìåðíîãî âîëíîâîãî ÷èñ✲
ëà ϕ✳ ❮à ÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ ïðîäåìîíñòðèðîâàíà âîçìîæíîñòü áèêîìïàêò✲
íûõ ñõåì àäåêâàòíî ìîäåëèðîâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí✱ â òîì ÷èñëå ñ ìà✲
ëûìè äëèíàìè✱ íà ñóùåñòâåííî íåðàâíîìåðíîé ðàçíîñòíîé ñåòêå â òå÷åíèå
äëèòåëüíîãî âðåìåíè✳ Ðàññìîòðåíû òàêæå ñâîéñòâà ðåøåíèé áèêîìïàêòíûõ
ñõåì â çàäà÷å ïåðåíîñà ñòóïåí÷àòîãî íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ✳

Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû Ôóðüå✲àíàëèçà ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûõ áèêîì✲
ïàêòíûõ ñõåì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïðîñòðàíñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ óðàâ✲
íåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà✳ Òàêîé àíàëèç ïðîâåäåí íà ïðèìåðå ìîäåëüíî✲
ãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà✳ Ðåçóëüòàòû Ôóðüå✲àíàëèçà ïðåäñòàâëåíû
â âèäå ãðàôèêîâ çàâèñèìîñòè äèñïåðñèîííûõ è äèññèïàòèâíûõ õàðàêòåðè✲
ñòèê áèêîìïàêòíûõ ñõåì îò áåçðàçìåðíîãî âîëíîâîãî ÷èñëà è ÷èñëà ✃óðàíòà✳
Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå äèñïåðñèîííûõ è äèññèïàòèâíûõ ñâîéñòâ áèêîìïàêòíûõ
ñõåì ñ àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè äðóãèõ øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ðàçíîñòíûõ
ñõåì äëÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà✳ Ïîêàçàíî✱ ÷òî áèêîìïàêòíûå ñõå✲
ìû èìåþò îäíî èç ëó÷øèõ ñïåêòðàëüíûõ ðàçðåøåíèé ñðåäè ñðàâíèâàåìûõ
ðàçíîñòíûõ ñõåì✳

✶✶✾
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé✱ ïðîåêò ✶✽✲✵✶✲✵✵✽✺✼✲à✳

➮ëëþñòðàöèè

Ðèñ✳ ✷✿ Ïîëÿðíàÿ äèàãðàììà íîðìèðîâàííîé ÷èñëåííîé ôàçîâîé ñêîðîñòè c∗/c

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ Ðîãîâ ➪✳➶✳✱ ➪ðàãèí ❒✳➘✳ ❰ ñâîéñòâàõ ñïåêòðàëüíîãî ðàçðåøåíèÿ ñèì✲
ìåòðè÷íûõ áèêîìïàêòíûõ ñõåì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè
✴✴ ➘îêë✳ ➚❮✳ ✷✵✶✼✳ Ò✳ ✹✼✺✱ ➑✷✳ Ñ✳ ✶✹✵✕✶✹✹✳

✷✳ ×èêèòêèí ➚✳➶✳✱ Ðîãîâ ➪✳➶✳ ➪èêîìïàêòíàÿ ñõåìà øåñòîãî ïîðÿäêà àï✲
ïðîêñèìàöèè ñî ñâîéñòâîì ñïåêòðàëüíîãî ðàçðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ãè✲
ïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ✴✴ ➘îêë✳ ➚❮✳ ✷✵✶✼✳ Ò✳ ✹✼✻✱ ➑✹✳ Ñ✳ ✸✽✶✕✸✽✻✳

✸✳ ×èêèòêèí ➚✳➶✳✱ Ðîãîâ ➪✳➶✳ ❰ïòèìèçèðîâàííàÿ áèêîìïàêòíàÿ ñõåìà øå✲
ñòîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ñ âûñîêèì ñïåêòðàëüíûì ðàçðåøåíèåì
äëÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ✴✴ ➘îêë✳ ➚❮✳ ✷✵✶✽✳ Ò✳ ✹✼✽✱ ➑✻✳
Ñ✳ ✻✸✶✕✻✸✻✳

✹✳ ❘♦❣♦✈ ❇✳❱✳ ❉✐s♣❡rs✐✈❡ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧② ❞✐s❝r❡t❡
❜✐❝♦♠♣❛❝t s❝❤❡♠❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✴✴ ❆♣♣❧✳ ◆✉♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ✷✵✶✾✳ ❱✳ ✶✸✾✳ P✳ ✶✸✻✕✶✺✺✳

✺✳ ❈❤✐❦✐t❦✐♥ ❆✳❱✳✱ ❘♦❣♦✈ ❇✳❱✳ ❋❛♠✐❧② ♦❢ ❝❡♥tr❛❧ ❜✐❝♦♠♣❛❝t s❝❤❡♠❡s ✇✐t❤
s♣❡❝tr❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✴✴ ❆♣♣❧✳ ◆✉♠❡r✳ ▼❛t❤✳
✷✵✶✾✳ ❱✳ ✶✹✷✳ P✳ ✶✺✶✕✶✼✵✳

✶✷✵
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×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ óïðóãèõ òåë â

ñëó÷àå êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ñëîæíîé ôîðìû

Ðîäèí ➚ëåêñàíäð Ñåðãååâè÷✱ ➚ðîíîâ Ïàâåë Ñåðãååâè÷✱

Ñîëîìåíöåâà Ïîëèíà ➶ëàäèìèðîâíà

ê✳ô✳ ✕ ì✳ í✳
❊✲♠❛✐❧✿ r❛❧s❅❜❦✳r✉

➮íñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èìåíè ❒✳➶✳✃åëäûøà Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱
Ðîññèÿ

Ðàññìîòðåíà ïëîñêàÿ ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à êîíòàêòà äâóõ óïðóãèõ òåë✳ ❒à✲
òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñòàíäàðòíûå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ✱
êèíåìàòè÷åñêèå è ñèëîâûå óñëîâèÿ íà çàäàííûõ ó÷àñòêàõ ãðàíèöû êàæäîãî
òåëà✳ ❮à ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà òåë äîïîëíèòåëüíî äîëæíû áûòü âûïîëíåíû
óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ïî ïåðåìåùåíèÿì è íàïðÿæåíèÿì ❬✶✱ ✷❪✳ Ïðè ÷èñëåííîì
ðåøåíèè çàäà÷è äëÿ ó÷åòà êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿ✲
þò ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé✱ ìåòîä ìíîæèòåëåé ❐àãðàíæà èëè èõ êîìáè✲
íàöèè ❬✶❪✱ íî â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâíîãî âàðèàíòà âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå
ìåòîäà äåêîìïîçèöèè îáëàñòè ✭❒➘❰✮ ❬✷❪✱ êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðåøàòü èòîãî✲
âóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ
òåë✳

➶ ðàáîòå äëÿ äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ ïðèìåíåí ìåòîä êî✲
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ëèíåéíûìè è êâàäðàòè÷íûìè áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè✱ çà✲
äàííûìè íà òðåóãîëüíîé èëè ÷åòûðåõóãîëüíîé ñåòêå✳ Ðàññìîòðåíû íåñêîëüêî
âàðèàíòîâ ❒➘❰✱ êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ïîðÿäêîì ïîñòàíîâêè
êèíåìàòè÷åñêèõ è ñèëîâûõ óñëîâèé íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè íà ðàçëè÷✲
íûõ èòåðàöèÿõ ❬✷❪✳ ➶ àëãîðèòìå ❮åéìàí✲➘èðèõëå íà êàæäîé èòåðàöèè íà
êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ïåðâîãî òåëà ñòàâèòñÿ ñèëîâîå óñëîâèå ✭❮åéìàíà✮✱
à ïîñëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ ïåðâîãî òåëà ïîëó÷åííûå ïåðå✲
ìåùåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòàíîâêè êèíåìàòè÷åñêîãî óñëîâèÿ ✭➘èðèõëå✮
íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè âòîðîãî òåëà✳ ➶ àëãîðèòìå ➘èðèõëå✲➘èðèõëå íà
íå÷åòíûõ èòåðàöèÿõ èñïîëüçóþòñÿ ñèëîâûå óñëîâèÿ✱ à íà ÷åòíûõ èòåðàöèÿõ
✲ êèíåìàòè÷åñêèå✳ ➶ àëãîðèòìå ❮åéìàí✲❮åéìàí✱ à òàêæå â àëãîðèòìå✱ ïðåä✲
ëîæåííîì ❐✳➪✳ Öâèêîì ❬✸❪✱ íà íå÷åòíûõ èòåðàöèÿõ èñïîëüçóþòñÿ êèíåìàòè✲
÷åñêèå óñëîâèÿ✱ à íà ÷åòíûõ ✲ ñèëîâûå✳

Ðàñ÷åò íîâûõ ïðèáëèæåíèé ðàñïðåäåëåííûõ êîíòàêòíûõ ñèë è ïåðåìåùå✲
íèé â óçëàõ ñåòêè íà êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì✱
â êîòîðûå âõîäèò èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð ❬✷✱ ✹❪✳ ➶ çàâèñèìîñòè îò âûáîðà
çíà÷åíèÿ äàííîãî ïàðàìåòðà ïðîâîäèìûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ìîæåò êàê
ñõîäèòüñÿ✱ òàê è ðàñõîäèòüñÿ äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ âàðèàíòîâ ❒➘❰✳ ➶ ðà✲
áîòå âûïîëíåíî èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ðåøåíèÿ
ðÿäà òåñòîâûõ çàäà÷ ñ êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòüþ ñëîæíîé ôîðìû✳ Ðàññìîò✲
ðåíî âëèÿíèå âûáîðà óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ✭óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ

✶✷✶
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èëè ñêîëüæåíèÿ áåç òðåíèÿ✮✱ ñëó÷àè èñïîëüçîâàíèÿ ñîãëàñîâàííûõ è íåñîãëà✲
ñîâàííûõ ñåòîê✳ Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ✱ ïîëó÷åííûõ ñ ïðèìåíåíè✲
åì ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ❒➘❰ èëè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìåòîäà ìíîæèòåëåé
❐àãðàíæà✳

❮à ðèñ✳ ✶✳à ïîêàçàí âèä ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â ñëåäóþùåé òåñòîâîé çàäà÷å✿
íèæíÿÿ ïîâåðõíîñòü íèæíåãî òåëà çàêðåïëåíà ïî âåðòèêàëè✱ áîêîâûå ïîâåðõ✲
íîñòè îáîèõ òåë çàêðåïëåíû ïî ãîðèçîíòàëè✱ ê âåðõíåé ïîâåðõíîñòè âåðõíåãî
òåëà ïðèëîæåíà ãàðìîíè÷åñêàÿ íàãðóçêà✱ êîíòàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü èìååò âèä
ñèíóñîèäû✳ ❮à ðèñ✳ ✶✳á ïîêàçàí ãðàôèê ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ
âäîëü êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ✭ïî êîîðäèíàòå õ✮ äëÿ óñëîâèÿ ñêîëüæåíèÿ áåç
òðåíèÿ✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔ➮ ➑ ✶✽✲✵✶✲✵✵✷✺✷ è ➑ ✶✽✲
✸✶✲✷✵✵✷✵✳

➮ëëþñòðàöèè

Ðèñ✳ ✸✿ à ✲ âèä ðàñ÷åòíîé îáëàñòè❀ á ✲ ãðàôèê êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❲r✐❣❣❡r P✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥t❛❝t ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❇❡r❧✐♥✿ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✻✳

✷✳ ❚♦s❡❧❧✐ ❆✳✱ ❲✐❞❧✉♥❞ ❖✳ ❉♦♠❛✐♥ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞
t❤❡♦r②✳ ❇❡r❧✐♥✿ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✺✳

✸✳ Öâèê❐✳➪✳ Ïðèíöèï ïîî÷åðåäíîñòè â çàäà÷àõ î ñîïðÿæåíèè è êîíòàêòå
òâåðäûõ äåôîðìèðóåìûõ òåë ✴✴ Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà✳ ✶✾✽✵✳ Ò✳ ✶✻✱ ➑ ✶✳
Ñ✳ ✶✸ ✕ ✶✽✳

✹✳ Ðîäèí➚✳Ñ✳ Ðåøåíèå çàäà÷è êîíòàêòà äâóõ óïðóãèõ òåë ìåòîäîìØâàðöà
ïðè èñïîëüçîâàíèè ñåòîê ñ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèìèñÿ øàãàìè ✴✴ Ïðå✲
ïðèíòû ➮Ï❒ èì✳ ❒✳➶✳ ✃åëäûøà✳ ✷✵✶✼✳ ➑ ✶✷✵✳ Ñ✳ ✸ ✕ ✷✽✳

✶✷✷
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❒àòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè âîëíîâåäóùèõ ñèñòåì

Ñâåøíèêîâ ➚ëåêñåé ➹åîðãèåâè÷✱ ➪îãîëþáîâ ➚ëåêñàíäð ❮èêîëàåâè÷✱

❒îãèëåâñêèé ➮ëüÿ ➴ôèìîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð✱ ä✳ô ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð✱ ê✳ô✳ ✕ ì✳í✳ äîöåíò
❊✲♠❛✐❧✿ ❜♦❣❛♥✼❅②❛♥❞❡①✳r✉✱ ♠♦❣✐❧❡✈❅♣❤②s✳♠s✉✳s✉

Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❮à÷àëî ñòðîãîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè âîëíîâåäóùèõ ñèñòåì áûëî ïîëîæåíî
â ✶✾✹✼✲✶✾✹✽ ãã✳ êëàññè÷åñêèìè ðàáîòàìè ➚✳❮✳ Òèõîíîâà è ➚✳➚✳ Ñàìàðñêîãî ➽❰
ïðåäñòàâëåíèè ïîëÿ â âîëíîâîäå â âèäå ñóììû ïîëåé TE è TM➾ è ➽❰ âîç✲
áóæäåíèè ðàäèîâîëíîâîäîâ➾✱ âûøåäøèìè â ➽➷óðíàëå òåõíè÷åñêîé ôèçèêè➾
❬✶✱✷❪✳

❮àðÿäó ñ òåîðèåé ðåãóëÿðíûõ âîëíîâîäîâ✱ òî åñòü îäíîðîäíûõ ïî äëèíå
ïðÿìîëèíåéíûõ âîëíîâîäîâ ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ✱ â êîíöå ñîðîêîâûõ ✲ íà÷à✲
ëå ïÿòèäåñÿòûõ ãîäîâ ïîÿâèëèñü ðàáîòû ïî ðàçâèòèþ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà âëè✲
ÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ïëàâíûõ íåðåãóëÿðíîñòåé â âîëíîâîäå íà ðàñïðîñòðàíÿþ✲
ùóþñÿ â íåì îñíîâíóþ âîëíó ìîäó✳ ❰äíèì èç òàêèõ ìåòîäîâ ÿâèëñÿ ìåòîä
ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé ïðåäëîæåííûé â ✶✾✺✺ ãîäó â ðàáîòå Ñ✳➚✳ Ùåëêóíîâà è
Ï✳➴✳ ✃ðàñíóøêèíà è ðàçâèòûé â ðàáîòàõ ➪✳➬✳ ✃àöåíåëåíáàóìà✱ ➚✳➹✳ Ñâåøíè✲
êîâà✱ ➚✳Ñ✳ ➮ëüèíñêîãî✱ ➶✳Ï✳ ❒îäåíîâà✱ ➚✳➚✳ ➪ûêîâà✱ ➪✳Ô✳ ➴ìåëèíà è ðÿäà
äðóãèõ àâòîðîâ✳

❰ñíîâíîé òðóäíîñòüþ ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìîñòü íà êàæäîì øàãå ÷èñëåííî ðåøàòü ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó✱ ÷òî
ñèëüíî ñíèæàåò åãî ýôôåêòèâíîñòü✳ Ýòîò íåäîñòàòîê óäàëîñü ïðåîäîëåòü â
íà÷àëå ✻✵✲õ ãîäîâ â ïðåäëîæåííîì ➚✳➹✳ Ñâåøíèêîâûì íåïîëíîì ìåòîäå ➹à✲
ëåðêèíà ✭❮❒➹✮ ❬✸❪✳

➶ ✺✵✲õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà ➚✳ ➹✳ Ñâåøíèêîâûì áûëè ïðåäëîæåíû ïàð✲
öèàëüíûå óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ✱ êîòîðûå â ñëó÷àå âíåøíèõ çàäà÷ äèôðàêöèè
ïîçâîëÿþò ðåäóöèðîâàòü èõ ê çàäà÷àì â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ ñ íåëîêàëü✲
íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ❬✹❪✳ Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò ðàññìàò✲
ðèâàòü âîëíîâåäóùèå ñèñòåìû ñî ñëîæíûì íåîäíîðîäíûì è àíèçîòðîïíûì
çàïîëíåíèåì✱ â ÷àñòíîñòè✱ áèèçîòðîïíûì✱ ãèðîìàãíèòíûì✱ êèðàëüíûì✱ ôðàê✲
òàëüíûì✱ à òàêæå âîëíîâîäû íà îñíîâå ôîòîííûõ êðèñòàëëîâ✳

➶ íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ Ñ➶×✲óñòðîéñòâ âñå
áîëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèå íàõîäÿò âîëíîâîäû ñëîæíîãî ñå÷åíèÿ✳ ➶êëþ÷åíèå
ïðîäîëüíûõ ìåòàëëè÷åñêèõ âûñòóïîâ â âîëíîâîä ïîçâîëèëî óëó÷øèòü ðÿä åãî
õàðàêòåðèñòèê✱ â ÷àñòíîñòè✱ ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü ïîëîñó ÷àñòîò îäíîìî✲
äîâîãî ðåæèìà ðàáîòû✳

➮çâåñòíî✱ ÷òî íàëè÷èå ðåáåð íà ãðàíèöàõ è ïîâåðõíîñòÿõ ðàçðûâîâ äè✲
ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ îñîáåííîñòåé ó ýëåêòðî✲
ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè ãðàíèöû èëè íåîäíîðîäíîñòè çà✲

✶✷✸
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ïîëíåíèÿ ❬✺✲✼❪✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ îáîáùåííîå ðåøåíèå ìîæåò èìåòü ñèíãóëÿðíîñòè
äàæå ïðè ãëàäêîé ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé ❬✻✱✼❪✳

❰äíèì èç ñïîñîáîâ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì✱ ñâÿçàííûõ ñ íàëè÷èåì ñèí✲
ãóëÿðíîñòè ó ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â îêðåñòíîñòè ðåáðà✱ ÿâëÿåòñÿ âûäåëå✲
íèå îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ â ÿâíîì âèäå✱ òî åñòü ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè ïî
ãëàäêîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â îêðåñòíîñòè ðåáðà â âîëíîâîäå ❬✺❪✳ Ïðè
ýòîì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû ïî àñèìïòîòèêå ðåøåíèÿ ýëëèï✲
òè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷✱ ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå ➶✳➚✳ ✃îíäðàòüåâà ❬✼❪✱ à
òàêæå Ñ✳➚✳ ❮àçàðîâà è ➪✳➚✳ Ïëàìåíåâñêîãî ❬✻❪✳

Ðàññìîòðåí ðÿä çàäà÷✱ ïîñâÿùåííûõ âûäåëåíèþ ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè ýëåê✲
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âîëíîâîäà â îêðåñòíîñòè ðåáåð ãðàíèöû✱ ïîâåðõíîñòåé
ðàçðûâà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ❬✺❪✱ â îêðåñòíîñòè ðåáðà ìåòàëëî✲
äèýëåêòðè÷åñêîãî êëèíà â âîëíîâîäå✳

❮à îñíîâå ïîëó÷åííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèò✲
íîãî ïîëÿ â îêðåñòíîñòè ðåáðà óäàåòñÿ ñóùåñòâåííî óâåëè÷èòü ñêîðîñòü ñõî✲
äèìîñòè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ✱ ââîäÿ â ïðîñòðàíñòâî ïðîáíûõ ôóíêöèé
ñèíãóëÿðíûå ôóíêöèè✱ èìåþùèå îñîáåííîñòü çàäàííîãî âèäà è òî÷íî àïïðîê✲
ñèìèðóþùèå ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòü ðåøåíèÿ✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔ➮ ➑ ✶✾✳✵✶✳✵✵✺✾✸✳
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ Ñàìàðñêèé➚✳➚✳✱ Òèõîíîâ➚✳❮✳ ❰ ïðåäñòàâëåíèè ïîëÿ â âîëíîâîäå â âè✲
äå ñóììû Ò➴ è Ò❒ ✴✴ ➷óðíàë òåõíè÷✳ ôèçèêè✳ ✶✾✹✽✳ Ò✳✷✽✱ âûï✳ ✼✳ Ñ✳
✾✺✾✲✾✼✵✳

✷✳ Ñàìàðñêèé➚✳➚✳✱ Òèõîíîâ➚✳❮✳ ❰ âîçáóæäåíèè ðàäèîâîëíîâîäîâ✴✴
➷óðíàë òåõíè÷✳ ôèçèêè✳ ✶✾✹✼✳ Ò✳✷✼✱ âûï✳ ✶✶✱ ✶✷✳ Ñ✳ ✶✷✽✸✲✶✷✾✻❀ ✶✹✸✶✲✶✹✹✵✳

✸✳ Ñâåøíèêîâ➚✳ ➹✳ ✃ îáîñíîâàíèþ ìåòîäà ðàñ÷åòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåê✲
òðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé â íåðåãóëÿðíûõ âîëíîâîäàõ ✴✴ ➷óðíàë âû÷✳
ìàò✳ è ìàò✳ ôèç✳ ✶✾✻✸✳ Ò✳ ✸✱ ➑ ✷✱ ñ✳ ✸✶✹✲✸✷✻✳

✹✳ Ñâåøíèêîâ➚✳ ➹✳ Ïðèíöèïû èçëó÷åíèÿ✳ ➘➚❮ ÑÑÑÐ✱ ✶✾✺✵✳ Ò✳ ✸✱ ➑✺✳ Ñ✳
✺✶✼✲✺✷✵✳

✺✳ ➪îãîëþáîâ➚✳❮✳✱ ❒îãèëåâñêèé➮✳➴✳✱ Ñâåøíèêîâ➚✳ ➹✳ ✴✴ ➷✳ âû÷èñë✳ ìà✲
òåì✳ è ìàòåì✳ ôèç✳ ✷✵✶✺✳ Ò✳✺✺✳ ➑ ✸✳ Ñ✳✹✹✻✳

✻✳ ❮àçàðîâÑ✳➚✳✱ Ïëàìåíåâñêèé➪✳➚✳ Ýëëèïòè÷åñêèå çàäà÷è â îáëàñòÿõ ñ
êóñî÷íî✲ãëàäêîé ãðàíèöåé✳ ❒✳✿ ❮àóêà ✖ ✶✾✾✶✳

✼✳ ✃îíäðàòüåâ➶✳➚✳ ✴✴ Òðóäû ❒îñêîâñêîãî ❒àòåìàòè÷åñêîãî ❰áùåñòâà✳
Ò✳✶✻✳ ✶✾✻✼✳ Ñ✳✷✷✼✳

✶✷✹
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❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå✱ êàê ìåòîä èññëåäîâàíèÿ

íîâûõ ïðîöåññîâ ôèçè÷åñêîé õèìèè✳

Òèõîíîâ ❮èêîëàé ➚íäðååâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ♥✐❦t❛♥❞r❅②❛♥❞❡①✳r✉

Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì òåîðåòè✲
÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ôèçè÷åñêîé õèìèè✳ Ïðè ýòîì
÷àñòî ìîäåëèðîâàíèå âûñòóïàåò íå òîëüêî äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ÿâ✲
ëåíèé✱ ìåõàíèçì êîòîðûõ ïîíÿòåí✱ íî êàê èíñòðóìåíò✱ ïîçâîëÿþùèé âûÿâèòü
ôèçèêó íîâûõ ýôôåêòîâ✳ ➶ ïðåäñòàâëåííîì ñîîáùåíèè✱ â êà÷åñòâå ïðèìåðà✱
ðàññìîòðåíû äâà òàêèõ ñëó÷àÿ✳

Ïåðâûé ïðèìåð ✲ ÿâëåíèå èçîòåðìè÷åñêîãî ïåðåñûùåíèÿ â ïîðèñòîé ñðåäå✳
❰íî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì✱ ÷òî âíóòðè òàêîé ñðåäû ïðè èîííîì îáìåíå îáðàçóåò✲
ñÿ ðàñòâîð êîíöåíòðàöèè áîëåå âûñîêîé✱ ÷åì ìàêñèìàëüíàÿ ðàñòâîðèìîñòü âå✲
ùåñòâà â îáû÷íûõ óñëîâèÿõ✱ è✱ òåì íå ìåíåå✱ íå ïðîèñõîäèòü âûïàäåíèÿ îñàä✲
êà âíóòðè ñîðáåíòà✳ Ýòî ÿâëåíèå èìååò îáùèé õàðàêòåð✳ ➶ òå÷åíèå ïîñëåäíèõ
äåñÿòèëåòèé îíî íàáëþäàåòñÿ è èñïîëüçóåòñÿ â òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ✳ ➶
òî æå âðåìÿ✱ îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ✱ ïî÷åìó ïðîèñõîäèò ñòàáèëèçàöèÿ
ïåðåñûùåííîãî ðàñòâîðà✳

➶ ðåçóëüòàòå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íàì óäàëîñü ïîíÿòü è ïî✲
êàçàòü✱ ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ÿâëåíèå ìîæíî îáúÿñíèòü íå èçìåíåíèåì òåð✲
ìîäèíàìè÷åñêèõ óñëîâèé â ïîðàõ✱ ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûìè óñëîâèÿìè✱ à
ýôôåêòîì äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ìåæäó îáúåäèíåíèåì ÷àñòèö êîíäåíñè✲
ðîâàííîé ôàçû âî âíóòðåííåé ÷àñòè ïîð è èõ ðàñïàäîì âáëèçè ïîâåðõíîñòè
çåðåí ñîðáåíòà✳ ❒îäåëèðîâàíèå ïîçâîëèëî ïðîâåñòè êîëè÷åñòâåííóþ ïðîâåð✲
êó ïðåäëîæåííîé ãèïîòåçû ñ èñïîëüçîâàíèåì èìåþùèõñÿ îïûòíûõ äàííûõ✳

➘ðóãîé ïðèìåð ✲ ìåòîä åìêîñòíîé äåèîíèçàöèè âîäíûõ ðàñòâîðîâ ✕ ýòî
ïåðñïåêòèâíûé è íàèáîëåå ýêîíîìè÷íûé ìåòîä îïðåñíåíèÿ âîäû✱ êîòîðûé
çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîêà÷êå âîäíîãî ðàñòâîðà ÷åðåç ýëåêòðîõèìè÷åñêóþ ÿ÷åéêó
ìåæäó äâóìÿ ïîðèñòûìè ýëåêòðîäàìè ñ âûñîêîðàçâèòîé ïîâåðõíîñòüþ✳ ❮àè✲
áîëåå ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåëêîïîðèñòûõ ýëåêòðîäîâ✳ ❮î â
ýòîì ñëó÷àå èìåþòñÿ çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ
è ðàñ÷åòà ïðîöåññà äèôôóçèè â òîíêèõ ïîðàõ✳ ❰íè ñâÿçàíû ñ âëèÿíèåì ñèëüíî
íåîäíîðîäíîé✱ ìåíÿþùåéñÿ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ïî øèðèíå ïîðû✱ êîíöåí✲
òðàöèè èîíîâ✳ Ïîñëå òîãî✱ êàê ýòà òðóäíîñòü áûëà íàìè ïðåîäîëåíà✱ áûëî
óñòàíîâëåíî✱ ÷òî äâîéíîé ýëåêòðè÷åñêèé ñëîé âáëèçè ïîâåðõíîñòè ïîð ñîð✲
áåíòà èìååò ñóùåñòâåííî äðóãóþ ñòðóêòóðó✱ ÷åì ñ÷èòàëîñü ðàíåå✳ Ýòî âíîñèò
ïðèíöèïèàëüíûå êîððåêòèâû â ïðåäñòàâëåíèÿ✱ î ìåõàíèçìå ïðîòåêàíèè ïðî✲
öåññà âíóòðè ìåëêîïîðèñòûõ ýëåêòðîäîâ✳

✶✷✺
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➪ûñòðûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ìíîãî÷àñòè÷íîé àãðåãàöèè

Òûðòûøíèêîâ ➴âãåíèé ➴âãåíüåâè÷✶

❒àòâååâ Ñåðãåé ➚ëåêñàíäðîâè÷✷

Ñìèðíîâ ➚ëåêñàíäð Ïàâëîâè÷✸

Ñîðîêèí ➚íäðåé ➚ëåêñàíäðîâè÷✹

Ñòåôîíèøèí ➘àíèèë ➚ëåêñàíäðîâè÷✺

✶✿ àêàäåìèê Ð➚❮✱ ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ➮íñòèòóò ➶û÷èñëèòåëüíîé ❒àòåìàòèêè Ð➚❮ èì✳ ➹✳➮✳ ❒àð÷óêà✱

❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✷✿ ê✳ ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ íàó÷íûé ñîòðóäíèê✱ Ñêîëêîâñêèé ➮íñòèòóò ❮àóêè è Òåõíîëîãèé✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✸✿ ê✳ ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ äîöåíò Ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳ ➶✳ ❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✹✿ ê✳ ô✳ ✕ ì✳ í✳ ✱ ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê✱ ➮➪Ð➚Ý Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✺✿ ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê✱ Ñêîëêîâñêèé ➮íñòèòóò ❮àóêè è Òåõíîëîãèé✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❊✲♠❛✐❧✿ ❡✉❣❡♥❡✳t②rt②s❤♥✐❦♦✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱ s✳♠❛t✈❡❡✈❅s❦♦❧t❡❝❤✳r✉✱

s❛♣❅❝s✳♠s✉✳r✉✱ s♦r♦❦✐♥❅✐❜r❛❡✳❛❝✳r✉✱ ❞✳st❡❢♦♥✐s❤✐♥❅s❦♦❧t❡❝❤✳r✉

Ïðîöåññû àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè øèðîêî ïðåäñòàâëåíû â ïðèðîäå è
ìîãóò áûòü îïèñàíû ïðè ïîìîùè êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé✳ ➶ êëàññè÷åñêîì
ñëó÷àå✱ óðàâíåíèÿ àãðåãàöèîííîé êèíåòèêè èçâåñòíû✱ êàê óðàâíåíèÿ Ñìîëó✲
õîâñêîãî è ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü ëèøü ñèñòåìû ñ ïàðíûìè ñòîëêíîâå✲
íèÿìè ÷àñòèö✳ ➶ äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
ìíîãî÷àñòè÷íîé àãðåãàöèè ❬✶❪✱ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ
òð➻õ÷àñòè÷íîé àãðåãàöèè ❬✷❪✿

dnk
dt

= S
(2)
k (n) + S

(3)
k (n), k = 1,∞,

S
(2)
k (n) =
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2

∑
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C
(2)
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ni1ni2 − nk
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i1=1

C
(2)
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ni1,

S
(3)
k (n) =

1
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ni1ni2ni3 −
nk
2

∞∑

i1,i2=1

C
(3)
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ni1ni2.

✃ëàññ ìíîãî÷àñòè÷íûõ óðàâíåíèé àãðåãàöèè ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî ìåíåå ïîäðîá✲
íî èçó÷åííûì â ñðàâíåíèè ñ êëàññè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè òèïà Ñìîëóõîâñêîãî
èç✲çà áîëüøåé ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè è áîëåå âûñîêîé íåëèíåé✲
íîñòè ïðàâîé ÷àñòè✳ ➶ ðàáîòàõ ❬✶❪✱ ❬✷❪ ïðåäëîæåí íîâûé êëàññ àëãîðèòìîâ✱
ïîçâîëÿþùèé ñíèçèòü ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè äëÿ êèíåòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ìíîãî÷àñòè÷íîé àãðåãàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàëîðàíãîâûõ ïðåä✲
ñòàâëåíèé êîýôôèöèåíòîâ ✭ÿäåð✮ àãðåãàöèè✳ ➶ ðåçóëüòàòå✱ îêàçûâàåòñÿ âîç✲
ìîæíûì ïðîâîäèòü âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñ èñïîëüçîâàíèÿåì ñîòåí
òûñÿ÷ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñóïåðêîìïüþòåðîâ✳
➶ íåäàâíåé ðàáîòå ❬✸❪ ïîêàçàíî ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå ó÷åòà òðåõ÷àñòè÷íûõ

✶✷✻
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ñòîëêíîâåíèé íà ñâîéñòâà ðåøåíè✳ ➶ äàííîé ðàáîòå áóäåò ïðåäñòàâëåíû íîâûå
îöåíêè òåíçîðíûõ ðàíãîâ äëÿ îáîáùåííûõ ➪ðîóíîâñêèõ êèíåòè÷åñêèõ êîýô✲
ôèöèåíòîâ ïðîöåññà àãðåãàöèè✱ à òàêæå ïðåäâàðèòåëüíûå èäåè î ïàðàëëåëü✲
íîé îðãàíèçàöèè àëãîðèòìîâ✱ ïðåäëîæåííûõ â ðàáîòàõ ❬✶❪✱❬✷❪✳ ➮ññëåäîâàíèå
âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà ✭ïðîåêò ✶✾✲✶✶✲✵✵✸✸✽✮✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ Ñòåôîíèøèí➘✳➚✳✱ ❒àòâååâÑ✳➚✳✱ Ñìèðíîâ➚✳Ï✳✱ Òûðòûøíèêîâ➴✳➴✳
Òåíçîðíûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå✲
ëåé àãðåãàöèè✱ äîïóñêàþùèõ ìíîãî÷àñòè÷íûå ñòîëêíîâåíèÿ ✴✴ ➶û÷èñ✲
ëèòåëüíûå ìåòîäû è ïðîãðàììèðîâàíèå✿ ❮îâûå âû÷èñëèòåëüíûå òåõíî✲
ëîãèè✳ ✷✵✶✽✳ Ò✳ ✶✾✱➑✹ Ñ✳ ✸✾✵ ✕ ✹✵✹

✷✳ Ñòåôîíèøèí➘✳➚✳✱ ❒àòâååâÑ✳➚✳✱ Ñìèðíîâ➚✳Ï✳✱ Òûðòûøíèêîâ➴✳➴✳
Ýôôåêòèâíûé ðàçíîñòíûé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé àãðåãà✲
öèè ñ ó÷åòîì òðåõ÷àñòè÷íûõ ñòîëêíîâåíèé✱ äîïóñêàþùèõ ìíîãî÷àñòè÷✲
íûå ñòîëêíîâåíèÿ ✴✴ ➶û÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû è ïðîãðàììèðîâàíèå✿
❮îâûå âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè✳ ✷✵✶✽✳ Ò✳ ✶✾✱➑✸ Ñ✳ ✷✻✶ ✕ ✷✻✾

✸✳ ▼❛t✈❡❡✈ ❙✳❆✳✱ ❙t❡❢♦♥✐s❤✐♥❉✳❆✳✱ ❙♠✐r♥♦✈❆✳P✳✱ ❙♦r♦❦✐♥❆✳❆✳✱
❚②rt②s❤♥✐❦♦✈❊✳❊✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❦✐♥❡t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ♠❛♥②✲♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✴✴ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s✿ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❙❡r✐❡s✳
✷✵✶✾✳ Ò✳ ✶✶✻✸ Ñ✳ ✵✶✷✵✵✽
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❮àäåæíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ ñèíãóëÿðíî

âîçìóùåííûõ êðàåâûõ è íà÷àëüíî✲êðàåâûõ çàäà÷

Øèøêèí ➹ðèãîðèé ➮âàíîâè÷✱ Øèøêèíà ❐èäèÿ Ïàâëîâíà

âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê✱ ìàòåìàòèê ✶✲îé êàòåãîðèè
❊✲♠❛✐❧✿ s❤✐s❤❦✐♥❅✐♠♠✳✉r❛♥✳r✉✱ ▲✐❞❛❅❝♦♥✈❡①✳r✉

➮❒❒ Óð❰ Ð➚❮ èìåíè ❮✳❮✳✃ðàñîâñêîãî✱ ➴êàòåðèíáóðã✱ Ðîññèÿ

❰áúåêòîì íàøèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå êðà✲
åâûå è íà÷àëüíî✲êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è
ìîäåëüíûå çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✱ ñòàð✲
øèå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ñîäåðæàò âîçìóùàþùèé ïàðàìåòð ε ïðè ñòàðøåé
ïðîèçâîäíîé✱ ε ∈ (0, 1]✳ Ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ èìåþò ëîêàëüíûå îñîáåííîñòè
òèïà ïîãðàíè÷íûõ è✴èëè âíóòðåííèõ ñëîåâ ✖ íà óçêèõ ïîäîáëàñòÿõ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ðåçêî èçìåíÿþòñÿ❀ ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ â ñëîå íåîãðàíè÷åííî ðàñòóò
ïðè ε → 0✳ Òàêèå çàäà÷è ÷àñòî âîçíèêàþò â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ è
ïðèëîæåíèÿõ✳ ➮ñïîëüçîâàíèå äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ èçâåñòíûõ ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ✱ ðàçðàáîòàííûõ äëÿ ðåãóëÿðíûõ çàäà÷✱ ïðèâîäèò ê íåäîïóñòèìûì ïî✲
ãðåøíîñòÿì✳ Ïîýòîìó äëÿ èõ ðåøåíèÿ òðåáóþòñÿ íàäåæíûå è ýôôåêòèâíûå
÷èñëåííûå ìåòîäû✱ â òîì ÷èñëå íàäåæíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû✳

Öåëü íàøèõ èññëåäîâàíèé ✖ ðàçðàáîòêà è èññëåäîâàíèå íàäåæíûõ ðàç✲
íîñòíûõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ íà îñíîâå ìîíî✲
òîííûõ ñåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé ❬✶❪✳ Ïîä íàäåæíûìè ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè
ìû ïîíèìàåì êàê õîðîøî èçâåñòíûå ðîáàñòíûå ñõåìû✱ ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ
ñïåöèàëüíûå ñõåìû íà êóñî÷íî✲ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ Øèøêèíà✱ ñãóùàþùèõñÿ
â ïîãðàíè÷íûõ ✴ âíóòðåííèõ ñëîÿõ✱ ñõîäÿùèåñÿ â ðàâíîìåðíîé íîðìå íåçà✲
âèñèìî îò âîçìóùàþùåãî ïàðàìåòðà ε✱ òî åñòü ε✲ðàâíîìåðíî✱ òàê è íåäàâíî
ïîÿâèâøèåñÿ â íàøèõ èññëåäîâàíèÿõ êîìïüþòåðíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû✳

➮ñïîëüçîâàíèå ñåòîê Øèøêèíà✱ êîòîðûå èçâåñòíû è øèðîêî èñïîëüçóþò✲
ñÿ â íàó÷íîì ìèðå óæå áîëåå ✸✵ ëåò✱ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé
òåõíèêîé✱ îáåñïå÷èâàþùåé ðîáàñòíîñòü è ãàðàíòèðîâàííóþ òî÷íîñòü ÷èñëåí✲
íîãî ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ êàê äëÿ õîðîøî èññëåäîâàííûõ
êëàññîâ óðàâíåíèé✿ ýëëèïòè÷åñêèõ ðåàêöèè✲äèôôóçèè â îáëàñòÿõ ñ ãëàäêèìè
è êóñî÷íî✲ãëàäêèìè ãðàíèöàìè✱ ýëëèïòè÷åñêèõ êîíâåêöèè✲äèôôóçèè✱ ïàðà✲
áîëè÷åñêèõ ðåàêöèè✲äèôôóçèè è êîíâåêöèè✲äèôôóçèè è ò✳ä✳ ✭ñì✳✱ íàïðèìåð✱
❬✷❪ è áèáëèîãðàôèþ òàì✮✱ òàê è íîâûõ✱ ìàëî èçó÷åííûõ êëàññîâ✳ Òàê✱ â ïîñëåä✲
íåå âðåìÿ ðàçðàáîòàíû ðîáàñòíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé
çàäà÷è ✃îøè äëÿ ñêàëÿðíîãî ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ✱ äëÿ êðà✲
åâîé çàäà÷è äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ❬✸✕✺❪✳

✃ íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíî äîñòàòî÷íî ìíîãî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
äëÿ ðåøåíèÿ ðåãóëÿðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ íà îñíîâå ñòàíäàðòíûõ ðàçíîñòíûõ
ñõåì ✖ ìîíîòîííûõ ñõåì íà ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ✳ Ýòè ìåòîäû äîñòàòî÷íî ÷à✲
ñòî èñïîëüçóþòñÿ è äëÿ ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ êðàåâûõ çàäà÷✱

✶✷✽
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îñîáåííî â ñâÿçè ñ èíòåíñèâíûì ðàçâèòèåì ñóïåðêîìïüþòåðîâ✳ ❰äíàêî✱ ïî✲
ëó÷àåìûå ïðè ýòîì ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ íå ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ äîñòîâåðíûìè ✖
âîîáùå ãîâîðÿ✱ ñòàíäàðòíûå ñõåìû íà ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ íå ÿâëÿþòñÿ ε✲
ðàâíîìåðíî õîðîøî îáóñëîâëåííûìè✱ ÷òî ïðèâîäèò ê ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ñå✲
òî÷íûõ ðåøåíèé ê âîçìóùåíèþ äàííûõ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε✱ â ÷àñòíîñòè✱
ïðè êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèÿõ✳ ➶ ðÿäå íàøèõ ðàáîò òåîðåòè÷åñêè è ýêñïå✲
ðèìåíòàëüíî áûëî ñòðîãî ïîêàçàíî✱ ÷òî îøèáêè ðåøåíèé òàêèõ ñõåì ìîãóò
âî ìíîãî ðàç ïðåâîñõîäèòü ñàìî ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è✱ ÷òî äå✲
ëàåò ñòàíäàðòíûå ñõåìû íåïðèãîäíûìè äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé✳ ➘ëÿ
ðåøåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì íàìè ðàçðàáîòàíû ñõåìû íîâîãî êëàññà✱ íàçâàííûå
êîìïüþòåðíûìè ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè ❬✻❪✳ ✃îìïüþòåðíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà
− ýòî ñòàíäàðòíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà íà ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ✱ ñõîäÿùàÿñÿ â
ðàâíîìåðíîé íîðìå ïðè íàëè÷èè êîíòðîëèðóåìûõ êîìïüþòåðíûõ âîçìóùå✲
íèé❀ ñõîäèìîñòü òàêîé ñõåìû çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ε✱ øàãà ïðîñòðàíñòâåííîé
ñåòêè ïîïåðåê ñëîÿ ✭â ñëó÷àå äâóìåðíîé çàäà÷è✮ è ðàçðÿäíîñòè èñïîëüçóåìîãî
êîìïüþòåðà✳ Ïðè ýòîì ïîðÿäîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè êîìïüþòåðíîé ñõåìû ïî✲
ëó÷àåòñÿ òàêîé æå✱ êàê ó ñõåìû ïðè îòñóòñòâèè âîçìóùåíèé✱ ÷òî îáåñïå÷èâàåò
òðåáóåìóþ òî÷íîñòü âû÷èñëÿåìîãî ñåòî÷íîãî ðåøåíèÿ✳

Òàêèì îáðàçîì✱ êîìïüþòåðíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû ✭óñëîâíî ñõîäÿùèåñÿ✮✱
êàê è ñïåöèàëüíûå ðîáàñòíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû ✭ε✲ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ✮✱
ìû îòíîñèì ê íàäåæíûì ðàçíîñòíûì ñõåìàì✱ ïîçâîëÿþùèì ýôôåêòèâíî

èñïîëüçîâàòü âîçìîæíîñòè ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè✳
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ Ñàìàðñêèé➚✳➚✳ Òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì✳ ❒✳✿ ❮àóêà✱ ✶✾✽✾✳

✷✳ ❙❤✐s❤❦✐♥●✳ ■✳ ❛♥❞ ❙❤✐s❤❦✐♥❛ ▲✳ P✳ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❙✐♥❣✉❧❛r
P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s✳ ❈❘❈ Pr❡ss✱ ❇♦❝❛ ❘❛t♦♥✱ ✷✵✵✾✳

✸✳ Øèøêèí➹✳➮✳ Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ íà÷àëüíî✲êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèí✲
ãóëÿðíî âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ✴✴ ➷óðí✳ âû÷èñë✳ ìàòåìà✲
òèêè è ìàò✳ ôèçèêè ✭➷➶❒✮✳ ✷✵✶✼✳ Ò✳ ✺✼✱ ➑✶✶✳ Ñ✳ ✶✽✷✹ ✕ ✶✽✸✵✳

✹✳ ❙❤✐s❤❦✐♥❛▲✳ P✳ ❛♥❞ ❙❤✐s❤❦✐♥●✳ ■✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙t✉❞② ♦❢
❘♦❜✉st ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❙❝❤❡♠❡s ❢♦r ❛ ❙✐♥❣✉❧❛r❧② P❡rt✉r❜❡❞ ❚r❛♥s♣♦rt ❊q✉❛t✐♦♥
✴✴ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✼t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❋❉▼ ✷✵✶✽✱ ▲❡❝t✉r❡
◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❱✳ ✶✶✸✽✻✱ ✭❙♣r✐♥❣❡r✱ ❈❤❛♠✱ ✷✵✶✾✮✱ P✳ ✹✼✻ ✕ ✹✽✸✳

✺✳ ❙❤✐s❤❦✐♥❛▲✳ P✳ ❛♥❞ ❙❤✐s❤❦✐♥●✳ ■✳ ❘♦❜✉st ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡
❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ s✐♥❣✉❧❛r❧② ♣❡rt✉r❜❡❞ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥
✴✴ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✷✵✶✽✱ ❱✳ ✷✸✱ ■s✳ ✹✱ P✳ ✺✷✼ ✕ ✺✸✼✳

✻✳ Øèøêèí➹✳➮✳ ✃îìïüþòåðíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìó✲
ùåííîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè✲äèôôóçèè ïðè íàëè÷èè
âîçìóùåíèé ✴✴ ➷➶❒✱ ✷✵✶✼✱ Ò✳ ✺✼✱ ➑✺✳ Ñ✳ ✽✶✹ ✕ ✽✸✶✳
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❰ òåõíèêå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè

ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ

íà÷àëüíî✲êðàåâûõ çàäà÷

Øèøêèíà ❐èäèÿ Ïàâëîâíà✱ Øèøêèí ➹ðèãîðèé ➮âàíîâè÷

ìàòåìàòèê ✶✲îé êàòåãîðèè✱ âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê
❊✲♠❛✐❧✿ ▲✐❞❛❅❝♦♥✈❡①✳r✉✱ s❤✐s❤❦✐♥❅✐♠♠✳✉r❛♥✳r✉

❰òäåë óðàâíåíèé ìàò✳ôèçèêè ➮❒❒ Óð❰ Ð➚❮ èìåíè ❮✳❮✳✃ðàñîâñêîãî✱
➴êàòåðèíáóðã✱ Ðîññèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî✲êðàåâàÿ çàäà÷à íà îòðåçêå ñ óñëîâèåì ❮åéìàíà
íà ãðàíèöå äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äèô✲
ôóçèè ñ âîçìóùàþùèì ïàðàìåòðîì ε ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé✱ ε ∈ (0, 1]✳
➶ ýòîé çàäà÷å ïðè ε → 0 â îêðåñòíîñòè áîêîâîé ãðàíèöû ïîÿâëÿþòñÿ ïî✲
ãðàíè÷íûå ñëîè✱ ïðèâîäÿùèå ê îøèáêàì ñåòî÷íîãî ðåøåíèÿ✱ íåîãðàíè÷åííî
ðàñòóùèì ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà ε ê íóëþ✳

➘ëÿ ýòîé çàäà÷è ðàçâèâàåòñÿ òåõíèêà ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ
ñõîäèìîñòè ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ ñõåì íà ñòàíäàðòíîé ðàâíîìåðíîé ñåòêå è
íà ñïåöèàëüíîé ✏ñåòêå Øèøêèíà✑ ✭êóñî÷íî✲ðàâíîìåðíîé ïî ïðîñòðàíñòâåí✲
íîé ïåðåìåííîé x✱ ñãóùàþùåéñÿ â îêðåñòíîñòÿõ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ✱ è ðàâ✲
íîìåðíîé ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé t✮✱ ïîñòðîåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîíî✲
òîííûõ ñåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé ❬✶✱✷❪ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è✳ Ýòà òåõíè✲
êà îñíîâàíà íà èññëåäîâàíèè ðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿðíîé êîìïîíåíò ðåøåíèÿ
íà÷àëüíî✲êðàåâîé çàäà÷è✳ ➮ññëåäóåòñÿ âëèÿíèå âîçìóùàþùåãî ïàðàìåòðà ε
íà ïîâåäåíèå îøèáîê ñåòî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ ðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿðíîé êîì✲
ïîíåíò ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîé ðàâíîìåðíîé ñåòêè è ñïåöè✲
àëüíîé ñåòêè Øèøêèíà✳ Ïîêàçàíî✱ ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçíîñòíûõ ñõåì
íà ñòàíäàðòíîé ðàâíîìåðíîé ñåòêå íàèáîëüøàÿ îøèáêà â ïðèáëèæåííîì ðå✲
øåíèè ïîðîæäàåòñÿ îøèáêîé✱ ñâÿçàííîé ñ ñèíãóëÿðíîé ÷àñòüþ ðåøåíèÿ✱ èç✲çà
÷åãî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äàæå êà÷åñòâåííî íå àïïðîêñèìèðóåò èñêîìîå ðå✲
øåíèå íåçàâèñèìî îò ε✱ òî åñòü ε✲ðàâíîìåðíî✳ Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçíîñòíûõ
ñõåì íà ñïåöèàëüíîé ñåòêå Øèøêèíà ðåøåíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû ñõîäèòñÿ ê
ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è ε✲ðàâíîìåðíî â ðàâíîìåðíîé íîðìå ïðè N, N0 → ∞✱
ãäå N + 1 è N0 + 1 ✖ ÷èñëî óçëîâ â ïðîñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé ñåòêàõ
ñîîòâåòñòâåííî✳ Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîäòâåðæäàþò òåîðå✲
òè÷åñêèå ðåçóëüòàòû✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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➶îññòàíîâëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïàðàáîëè÷åñêèõ

óðàâíåíèé✿ ïðèëîæåíèÿ â ôèíàíñàõ è ìåäèöèíå

Øèøëåíèí ❒àêñèì ➚ëåêñàíäðîâè÷✱ ✃àáàíèõèí Ñåðãåé ➮ãîðåâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳
❊✲♠❛✐❧✿ ♠❛①✐♠✳s❤✐s❤❧❡♥✐♥❅ss❝❝✳r✉✱ ❦❛❜❛♥✐❦❤✐♥❅ss❝❝✳r✉

➮íñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè
Ñ❰ Ð➚❮✱ ❮îâîñèáèðñê✱ Ðîññèÿ

➶ íàñòîÿùåå âðåìÿ îïóáëèêîâàíî ìíîãî ðàáîò✱ ïîñâÿùåííûõ çàäà÷å íà✲
õîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå✱ êîãäà äàííûå
îáðàòíîé çàäà÷è çàäàþòñÿ â âèäå íåëîêàëüíîé èíôîðìàöèè ✭èíòåãðàë ïî âðå✲
ìåíè èëè ïî ïðîñòðàíñòâó✮ ❬✶✕✸❪✳ ❰áðàòíûå çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè
âîçíèêàþò â òåïëîìàññîïåðåíîñå✱ íåðàçðóøàþùåì êîíòðîëå✱ õèìè÷åñêîé êè✲
íåòèêå✱ ìåäèöèíå✱ ýêîíîìèêå è ò✳ä✳

➶ äîêëàäå ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿ êîýôôèöèåíòíûõ îáðàòíûõ
çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé✳ ❰áðàòíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðå✲
äåëåíèè êîýôôèöèåíòà óðàâíåíèÿ ïî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè✱ çàäàâàå✲
ìîé â âèäå èíòåãðàëà ïî îáëàñòè✱ ëèáî â âèäå äàííûõ✱ çàäàííûõ â äèñêðåòíîì
÷èñëå òî÷åê ïî âðåìåíè ❬✹❪✳

❮åëèíåéíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ❬✹❪✳ ➘ëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ïðèìåíÿåòñÿ ãðà✲
äèåíòíûé ìåòîä✳ Ïîëó÷åíû ôîðìóëû ãðàäèåíòà ôóíêöèîíàëà ñ èñïîëüçîâà✲
íèåì ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîïðÿæåííûõ çàäà÷✳ Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëü✲
òàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ è ïðîâåäåíà àïðîáàöèÿ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ
íà ðåàëüíûõ äàííûõ✳
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✃ çàäà÷å äâèæåíèÿ ïóçûðüêà â óçêîì öèëèíäðè÷åñêîì

êàíàëå

Ùóð ❐åâ ❮èêîëàåâè÷✶
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➬àäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ ïóçûðüêà â óçêîì êàíàëå æèäêîñòè èí✲
òåðåñíà â ñèëó íàëè÷èÿ äâóõ áîëüøèõ ñåðèé ýêñïåðèìåíòîâ✳

Ïåðâàÿ èç íèõ ñâÿçàíà ñ èññëåäîâàíèÿìè íà ñïåöèàëüíûõ ëàáîðàòîðíûõ
ñòåíäàõ äâèæåíèÿ ïóçûðüêîâ ãàçà â æèäêîñòè èëè ïóçûðüêîâ îäíîé æèäêîñòè
â äðóãîé æèäêîñòè ❬✶✱✷✱✸❪✳ ➶ ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ íàáëþäàþòñÿ âÿëåíèÿ ñàìî✲
îðãàíèçàöèè✱ âîçíèêíîâåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð✱ ïóëüñèðóþùèõ ñòðóê✲
òóð è ò✳ï✳ ❮åñìîòðÿ íà èíòåíñèâíûå èññëåäîâàíèÿ âî ìíîãèõ ëàáîðàòîðèÿõ
ìèðà✱ áîëüøèíñòâî ÿâëåíèé íå ïîëó÷èëî îáúÿñíåíèÿ✳ Ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòå✲
ðåñíûì ïðîâåñòè êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå òàêèõ ÿâëåíèé ñ öåëüþ âûÿâ✲
ëåíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé è âçàèìîçàâèñèìîñòåé✳

➶òîðàÿ ãðóïïà ýêñïåðèìåíòîâ îòíîñèòñÿ ê îñîáåííîñòÿì äâèæåíèÿ êëå✲
òîê è êëàñòåðîâ êëåòîê â êðîâåíîñíûõ ñîñóäàõ ❬✹✱✺❪✳ Ýòî âàæíî äëÿ èçó÷åíèÿ
ïðîöåññîâ ìåòàñòàçîâ✱ à òàêæå äëÿ èçó÷åíèÿ âîçìîæíîñòè àäðåñíîé äîñòàâêè
ëåêàðñòâåííûõ ïðåïàðàòîâ✱ óïàêîâàííûõ â êëàñòåðû✳ ➴ñòü èíòåðåñíûå ýêñïå✲
ðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû✱ ïîëó÷åííûå êàê ✐♥ ❝✐t♦✱ òàê è ✐♥ ✈✐✈♦✳

➮íòåðåñíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ÷èñëåííîé ìîäåëè äëÿ èññëåäî✲
âàíèÿ óêàçàííûõ ÿâëåíèé✳ ❒îäåëü äîëæíà ó÷èòûâàòü ñëîæíóþ ãåîìåòðèþ
êàíàëîâ✱ ïîâåðõíîñòíûå ÿâëåíèÿ êàê êàíàëîâ✱ òàê è ïóçûðüêîâ è ñîñòàâíûõ
÷àñòèö✳ Ýòî ìîæíî äåëàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè✳ ❮àø ïîäõîä îñíîâàí íà èñ✲
ïîëüçîâàíèè ãèáðèäíîãî ìåòîäà ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ ➪îëüöìàíà ❬✻❪✳ Ýòîò
ìåòîä ïîçâîëÿåò ó÷åñòü êîððåêòíî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè äâèæó✲
ùåãîñÿ â âÿçêîé æèäêîñòè îáúåêòà✳

❒û ïðèâåäåì íàèáîëåå èíòåðåñíûå äåòàëè ïîëó÷åíèÿ ñõåìû ðåøåíèÿ óðàâ✲
íåíèé è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ✳
❒û òàêæå îáñóäèì ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå îñîáåííîñòè ìåòîäà äëÿ
óêàçàííîãî ðÿäà çàäà÷✳
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✹✳ ❋r❡✐t❛s ❱✳▼✳✱ ❍✐❧❢❡♥❤❛✉s ●✳✱ ■r✉❡❧❛✲❆r✐s♣❡ ▼✳▲✳ ▼❡t❛st❛s✐s ♦❢ ❈✐r❝✉❧❛t✐♥❣
❚✉♠♦r ❈❡❧❧s✿ ❙♣❡❡❞ ▼❛tt❡rs✴✴ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t❛❧ ❈❡❧❧ ✳ ✷✵✶✽✳ ❱✳ ✹✺✳ P✳ ✸✕✺✳

✺✳ ▼❛❧❡t✲❊♥❣r❛ ●✳✱ ❡t ❛❧✳ ❈♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❈❡❧❧ ▼♦t✐❧✐t② Pr♦♠♦t❡s ❈❤❡♠♦t❛❝t✐❝
Pr♦✇❡ss ❛♥❞ ❘❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ❈❤❡♠♦r❡♣✉❧s✐♦♥ ✴✴ ❈✉rr❡♥t ❇✐♦❧♦❣②✳ ✷✵✶✺✳ ❱✳
✷✺✳ P✳ ✷✹✷✕✷✺✵✳

✻✳ ❉✐ ■❧✐♦ ●✳✱ ❈❤✐❛♣♣✐♥✐ ❉✳✱ ❯❜❡rt✐♥✐ ❙✳✱ ❇❡❧❧❛ ●✳✱ ❙✉❝❝✐ ❙✳ ❆ ♠♦✈✐♥❣✲
❣r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ✢✉✐❞✕str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❤②❜r✐❞ ❧❛tt✐❝❡
❇♦❧t③♠❛♥♥ ♠❡t❤♦❞✴✴ ❈♦♠♣✳ P❤②s✳ ❈♦♠♠✳ ✷✵✶✾✳ ❱✳ ✷✸✹✳ P✳ ✶✸✼✕✶✹✺✳

✶✸✸
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▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♠✉s❝❧❡ ❛❝t✐✈✐t②

◆❡❞②❛❧❦♦✈❛ ❩❞r❛✈❦❛ ❉✐♠✐tr♦✈❛✱ ■✈❛♥♦✈ ❚✐❤♦♠✐r ❇♦❣♦s❧♦✈♦✈

❊✲♠❛✐❧✿ ③❞r❛✈❦❛♥❡❞②❛❧❦♦✈❛❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱ t❜✐✈❛♥♦✈❅❢♠✐✳✉♥✐✲s♦❢✐❛✳❜❣

❙♦✜❛ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✏❙t✳ ❑❧✐♠❡♥t ❖❤r✐❞s❦✐✑✱ ❙♦✜❛✱ ❇✉❧❣❛r✐❛

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♠✉s❝❧❡ ❛❝t✐✈✐t② ✐s ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ t❤❛t ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❜♦t❤ ♠❡❞✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ◆❡✉r❛❧ ✐♠♣✉❧s❡s r❡❛❝❤ t❤❡ ♠✉s❝❧❡ ❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❛t tr✐❣❣❡rs
t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s st♦r❡❞ ✐♥s✐❞❡ s♣❡❝✐❛❧ ♠❡♠❜r❛♥❡✲❜♦✉♥❞ str✉❝t✉r❡s
✭❝❛❧❧❡❞ s❛r❝♦♣❧❛s♠✐❝ r❡t✐❝✉❧✉♠s✮ ✐♥ t❤❡ ♠✉s❝❧❡✳ ❚❤✐s✱ ✐♥ t✉r♥✱ tr✐❣❣❡rs t❤❡ ♠✉s❝❧❡
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳

❱❛r✐♦✉s ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ✇♦r❦❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ t♦♣✐❝s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝✐t❡ t❤❡ ✇♦r❦s ❬✶✱✷❪ t❤❛t
❞❡r✐✈❡ ❛♥❞ st✉❞② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥s✐❞❡ t❤❡
♠✉s❝❧❡ ❝❡❧❧s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ♠✉s❝❧❡ ❢♦r❝❡✳
❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍✐❧❧✬s ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ ❬✸❪✳ ❚❤❡ ♥❡✉r❛❧ ❛❝t✐✈✐t② t❤❛t
tr✐❣❣❡rs t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✲❞❡✜♥❡❞
❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❛❧❦✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ✜rst ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ♦✉t❧♦♦❦ ♦❢ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ✐♥
q✉❡st✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ st❡♣♣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛ st✉❞② ♦❢
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ❛❝t✐✈✐t② t❤❛t tr✐❣❣❡rs
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♠✉s❝❧❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❍♦❞❣❦✐♥✕❍✉①❧❡②
t②♣❡ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ❋✐t③❤✉❣❤✕◆❛❣✉♠♦ ♠♦❞❡❧✮ ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡
s❤❛❧❧ ♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛rr✐❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤♦s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ st✉❞②✐♥❣ ♠✉s❝❧❡✲❞❡❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❞❡❝❡❛s❡s✱ ❛♥❞ ♠✉s❝❧❡ ❛tr♦♣❤②✱
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ❚✳▲✱ ❇♦✇t❡❧❧✱ ●✳✱ ❈✉rt✐♥✱ ❚✳❆✳✱ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ ❋♦r❝❡ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜②
▲❛♠♣r❡② ▼✉s❝❧❡ ❉✉r✐♥❣ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙✐♥✉s♦✐❞❛❧ ▼♦✈❡♠❡♥t ❯s✐♥❣ ❛ ❙✐♠♣❧❡
❉②♥❛♠✐❝ ▼♦❞❡❧✱ ❏✳ ❊①♣✳ ❇✐♦❧✳ ✷✵✶ ✭✶✾✾✽✮ ✽✻✾✕✽✼✺✳

✷✳ ▼❝▼✐❧❧❡♥✱ ❚✳✱ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ❚✳✱ ❍♦❧♠❡s✱ P✳✱ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▼✉s❝❧❡s✱ P❛ss✐✈❡
❱✐s❝♦❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❇♦❞② ❚❛♣❡r ❈♦♥s♣✐r❡ ❚♦ ❈r❡❛t❡ ◆❡✉r♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ P❤❛s❡
▲❛❣s ✐♥ ❆♥❣✉✐❧❧✐❢♦r♠ ❙✇✐♠♠❡rs✱ P▲♦❙ ❈♦♠♣✉t✳ ❇✐♦❧✳ ✹ ✭✷✵✵✽✮✱

❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✸✼✶✴❥♦✉r♥❛❧✳♣❝❜✐✳✶✵✵✵✶✺✼
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✸✳ ❍✐❧❧✱ ❆✳❱✳✱ ❚❤❡ ❤❡❛t ♦❢ s❤♦rt❡♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ♠✉s❝❧❡✱
Pr♦❝✳ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✳ ▲♦♥❞✳ ✭✶✾✸✽✮ ✻✶✷✕✼✹✺✳
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■♥✐t✐❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❊▼❙ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs✱ ✉s❡❞ ❢♦r

♠❡❛s✉r✐♥❣ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡

▲②✉ts❦❛♥♦✈❛✕❩❤❡❦♦✈❛ ●❛❧✐♥❛ ❙t♦②❛♥♦✈❛✱ ■✈❛♥♦✈ ❚✐❤♦♠✐r ❇♦❣♦s❧♦✈♦✈

❊✲♠❛✐❧✿ ❣✳③❤❡❦♦✈❛❅❢♠✐✳✉♥✐✲s♦❢✐❛✳❜❣✱ t❜✐✈❛♥♦✈❅❢♠✐✳✉♥✐✲s♦❢✐❛✳❜❣

❙♦✜❛ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✏❙t✳ ❑❧✐♠❡♥t ❖❤r✐❞s❦✐✑✱ ❙♦✜❛✱ ❇✉❧❣❛r✐❛

▼✐❝r♦❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s ✭▼❊▼❙✮ s❡♥s♦rs ✭❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs✱ ❣②r♦s❝♦♣❡s✱
♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡rs✱ ❡t❝✳✮ ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✐♥❞✉str✐❡s✱ ❡✳❣✳ ✐♥ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡✈✐❝❡s✱
❞r✐❧❧✐♥❣ ✐♥❞✉str②✱ ♠❡❞✐❝✐♥❡✱ ❡t❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② s✉✛❡r ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s ❡rr♦r s♦✉r❝❡s✖
❜♦t❤ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠✖❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥❡❡❞ t♦ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣
❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡rr♦rs✖s❝❛❧✐♥❣ ❡rr♦rs✱ ♦✛s❡ts✱ ❛♥❞ ❡rr♦rs✱ ❞✉❡ t♦ ♥♦♥✲
♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♦❢ s❡♥s♦rs✬ ❛①❡s✳ ▼❛♥② ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ✇♦r❦❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ✭s❡❡
❡✳❣✳ ❬✶✱✷❪ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❆
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❛✇ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❞❛t❛✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
✐s ♣♦st✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡rr♦rs ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❦♥♦✇♥ ✏tr✉❡✑ ✈❛❧✉❡s✱ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳ ■ts ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s
t♦ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■♥ ❬✸❪✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs✱ ✉s❡❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
✐♥ s♣❛❝❡✱ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s
♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ✐t s❡❡♠❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡
✇❤♦❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❛✇ ❛♥❞
❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥ ❬✹❪✱ ❛ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱
✇❛s ❞❡r✐✈❡❞✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❛❧❦✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✹❪
✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✸❪ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ ▼❊▼❙ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r✬s
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛r❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤
❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❲❡ ✉s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❧♦✇✲❝♦st
▼❊▼❙ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❲❡
♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②
❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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s❡♥s♦rs ❢♦r st❛t❡ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ✹✺
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✸✳ ■✈❛♥♦✈✱ ❚✳❇✳✱ ▲②✉ts❦❛♥♦✈❛✲❩❤❡❦♦✈❛✱ ●✳❙✳✱ ■♥✐t✐❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❊▼❙
❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs✱ ✉s❡❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦♦❧❢❛❝❡✱ ❙t✉❞✐❡s ✐♥
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✼✾✸ ✭✷✵✶✾✮ ✶✼✼✕✶✽✽✱

❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✵✼✴✾✼✽✲✸✲✸✶✾✲✾✼✷✼✼✲✵❴✶✹

✹✳ ●❡♦r❣✐❡✈❛✱ ■✳✱ ❍♦❢r❡✐t❤❡r✱ ❈✳✱ ■❧✐❡✈❛✱ ❚✳✱ ■✈❛♥♦✈✱ ❚✳✱ ◆❛❦♦✈✱ ❙✳✱ ▲❛❜♦r❛t♦r②
❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❊▼❙ ❆❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡r ❙❡♥s♦r✱ ❊❙●■✬✾✺ Pr♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❋✐♥❛❧
❘❡♣♦rts ✭✷✵✶✸✮ ✻✶✕✽✻✱ ❉❡♠❡tr❛ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❍♦✉s❡✳
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❰ ïîñòðîåíèè è ïðèìåíåíèè ðàçíîñòíûõ ñõåì ãîäóíîâñêîãî

òèïà äëÿ ðàñ÷åòîâ òå÷åíèé âÿçêîãî ãàçà â êðèâîëèíåéíûõ

êîîðäèíàòàõ

➚áàêóìîâ ❒èõàèë ➶ëàäèìèðîâè÷

ê✳ ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ äîöåíò
❊✲♠❛✐❧✿ ✈♠❛❜❦❅❝s✳♠s✉✳r✉

Ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❰ïèñûâàåòñÿ ïðåäëîæåííàÿ è àïðîáèðîâàííàÿ àâòîðîì ìåòîäèêà ❬✶✕✸❪ ïî✲
ñòðîåíèÿ ÿâíûõ êîíñåðâàòèâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ãîäóíîâñêîãî òèïà✱ àïïðîê✲
ñèìèðóþùèõ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âÿçêîãî ãàçà â îðòîãîíàëüíûõ êðèâîëèíåé✲
íûõ êîîðäèíàòàõ✳ Ñóòü ðàññìàòðèâàåìîãî ñïîñîáà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì✱ ÷òî çà
îñíîâó áåðåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ñõåìà ãîäóíîâñêîãî òèïà äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ äå✲
êàðòîâûõ êîîðäèíàò ✭áàçîâàÿ ñõåìà✮✳ Ïðè åå àäàïòàöèè äëÿ êðèâîëèíåéíûõ
êîîðäèíàò àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ðàçíîñòíûõ ïîòîêîâ íå ìîäèôèöèðóþòñÿ✳
➶û÷èñëåííûå ïî áàçîâîé ñõåìå ïîòîêîâûå êîìáèíàöèè èñïîëüçóþòñÿ â íåèç✲
ìåííîì âèäå äëÿ àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé áàëàíñà ìàññû✱
èìïóëüñà è ýíåðãèè ïî îáúåìó êðèâîëèíåéíîé ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè✳ ➶ëèÿíèå
òåíçîðà âÿçêèõ íàïðÿæåíèé ó÷èòûâàåòñÿ ïóòåì ââåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
äîáàâîê ê ðàçíîñòíûì äåêàðòîâûì ïîòîêàì✳ Óêàçàííûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ òåõ✲
íîëîãè÷íûì â òîì ñìûñëå✱ ÷òî ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ñõåìó â êðèâîëèíåéíûõ
êîîðäèíàòàõ ïóòåì âíåñåíèÿ íåáîëüøèõ äîïîëíåíèé â èìåþùèéñÿ ïðîãðàìì✲
íûé êîä äåêàðòîâîé ñõåìû✳

Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ â ïî✲
ëÿðíûõ è ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ✱ â òîì ÷èñëå çàäà÷ îáòåêàíèÿ ïîòîêîì
âÿçêîãî è íåâÿçêîãî ãàçà öèëèíäðîâ è ñôåð✳ ➘åìîíñòðèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâèå
ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ èçâåñòíûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì✳

❰áñóæäàþòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ✭ñì✳ ðèñ✳✶✮ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ òå✲
÷åíèé âÿçêîãî ãàçà â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó äâóìÿ êîàêñèàëüíî âðàùàþùèìè✲
ñÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè öèëèíäðàìè è ñôåðàìè ❬✸❪✳ ➹àç îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé
óðàâíåíèé ❮àâüå✲Ñòîêñà ✭äëÿ ñæèìàåìîãî ñëó÷àÿ✮✱ â êîòîðîé òåíçîð âÿçêèõ
íàïðÿæåíèé ó÷èòûâàåòñÿ êàê â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ✱ òàê è â óðàâíåíèè ýíåð✲
ãèè✳ ➮çíà÷àëüíî çàäàþòñÿ ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû ïîêîÿùåãîñÿ ãàçà✱ êîòîðûé
â äàëüíåéøåì ïðèõîäèò â äâèæåíèå çà ñ÷åò âÿçêîãî òðåíèÿ î âðàùàþùèåñÿ
ïîâåðõíîñòè öèëèíäðîâ èëè ñôåð✳ Òàêèì îáðàçîì✱ ìîäåëèðóåìûå òå÷åíèÿ íå
îïðåäåëÿþòñÿ êàêèì✲ëèáî ñïåöèôè÷åñêèì âûáîðîì íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ✳

Ïîêàçàíî✱ ÷òî ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà ❒àõà ✭M 6 0.3✮ ðåçóëüòà✲
òû ìîäåëèðîâàíèÿ õîðîøî ñîîòíîñÿòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è òåîðåòè÷å✲
ñêèìè èññëåäîâàíèÿìè òå÷åíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ìåæäó öèëèíäðàìè
è ñôåðàìè✳ Ýòî äåìîíñòðèðóåò âîçìîæíîñòü èññëåäîâàíèÿ ïîäîáíûõ òå÷åíèé
â ðàìêàõ ìîäåëè âÿçêîãî ãàçà ïóòåì ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ÿâíûõ êîíñåðâàòèâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ãîäóíîâñêîãî òèïà✳
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➮ëëþñòðàöèè

Ðèñ✳ ✹✿ Òå÷åíèå ìåæäó öèëèíäðàìè ïðè ωo/ωi = −1.5✱ Re = 400✱ M = 0.05

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❆❜❛❦✉♠♦✈▼✳❱✳ ▼❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❣♦❞✉♥♦✈✲t②♣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
s❝❤❡♠❡s ✐♥ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✴✴ ❈♦♠♣✉t✳ ▼❛t❤✳ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣✳ ✷✵✶✹✳ ❱♦❧✳ ✷✺✱ ♥♦✳ ✸✳ P✳ ✸✶✺✕✸✸✸✳

✷✳ ❆❜❛❦✉♠♦✈▼✳❱✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❣♦❞✉♥♦✈✲t②♣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡s ✐♥
❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
✴✴ ❈♦♠♣✉t✳ ▼❛t❤✳ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣✳ ✷✵✶✺✳ ❱♦❧✳ ✷✻✱ ♥♦✳ ✷✳ P✳ ✶✽✹✕✷✵✸✳

✸✳ ➚áàêóìîâ❒✳➶✳ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèé âÿçêîãî ãàçà â
ïðîñòðàíñòâå ìåæäó äâóìÿ êîàêñèàëüíî âðàùàþùèìèñÿ êîíöåíòðè÷å✲
ñêèìè öèëèíäðàìè è ñôåðàìè ✴✴ ➷✳ âû÷èñë✳ ìàòåì✳ è ìàòåì✳ ôèç✳ ✷✵✶✾✳
Ò✳ ✺✾✱ ➑✸✳ ❈✳ ✹✵✾✲✹✷✽✳

✶✸✾
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❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ãåìîäèíàìèêè ÷åëîâåêà â

ïðèìåðàõ

➚áàêóìîâ ❒èõàèë ➶ëàäèìèðîâè÷✱ ➪óíè÷åâà ➚ííà ßêîâëåâíà✱

❒óõèí Ñåðãåé ➮âàíîâè÷✱ Ñîñíèí ❮èêîëàé ➶àñèëüåâè÷✱

Õðóëåíêî ➚ëåêñàíäð ➪îðèñîâè÷

ê✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ äîöåíò✱ ê✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ äîöåíò✱ ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð✱ ä✳ô✳ ✕ ì✳
í✳✱ ïðîôåññîð✱ ê✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ äîöåíò

❊✲♠❛✐❧✿ ✈♠❛❜❦❅❝s✳♠s✉✳r✉✱ ❜✉♥✐❝❤❡✈❛❅❝s✳♠s✉✳r✉✱ ✈♠♠✉s❅❝s✳♠s✉✳r✉✱

✈♠s♥✈❅❝s✳♠s✉✳r✉✱ ❦❤r✉❧❡♥❦♦❅❝s✳♠s✉✳r✉

Ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êðîâîîáðàùåíèÿ ÷åëîâåêà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé àêòóàëüíóþ ïðîáëåìó ñîâðåìåííîé ìåäèöèíû è ìàòåìàòèêè✱ èìåþùóþ
âûñîêóþ êàê ôóíäàìåíòàëüíóþ✱ òàê è ïðèêëàäíóþ çíà÷èìîñòü✳

Ðåøåíèå ãåìîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ êðîâîîáðàùåíèÿ ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëü✲
íûõ ïðîöåññîâ ðåàëèçóåòñÿ â ðàáîòàõ íà êàôåäðå âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ
ôàêóëüòåòà ➶❒✃ ñîâìåñòíî ñ ôàêóëüòåòîì ôóíäàìåíòàëüíîé ìåäèöèíû ñ ñå✲
ðåäèíû ✾✵✲õ ãîäîâ✳

Öåëü ðàáîò â ñîçäàíèè êîìïüþòåðíîé ôèçèîëîãè÷åñêè àäåêâàòíîé ìîäåëè
ñåðäå÷íî✲ñîñóäèñòîé ñèñòåìû ÷åëîâåêà✳

➮ñïîëüçîâàíèå êâàçèîäíîìåðíûõ ìîäåëåé ❬✶❪ òå÷åíèÿ êðîâè â ñîñóäàõ ïîç✲
âîëÿåò ÷èñëåííî ðåøàòü ãåìîäèíàìè÷åñêèå çàäà÷è íà ðàçâåòâëåííîé ñåòè êðî✲
âåíîñíûõ ñîñóäîâ ✭ãðàôå ñîñóäîâ✮✳ ✃âàçèîäíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ìîæíî ñîâ✲
ìåùàòü ñ äâóõ è òðåõìåðíûìè ìîäåëÿìè✱ ïðè íåîáõîäèìîñòè äåòàëüíîãî èñ✲
ñëåäîâàíèÿ ëîêàëüíîé ãåìîäèíàìè÷åñêîé êàðòèíû òå÷åíèÿ✳

Ðàññ÷èòàíû ãåìîäèíàìè÷åñêèå òå÷åíèÿ â âèëëèçèåâîì êðóãå ìîçãà ❬✷❪✱ â
àðòåðèàëüíîé ÷àñòè áîëüøîãî êðóãà êðîâîîáðàùåíèÿ✳ Ðàçðàáîòàíû ìàòåìà✲
òè÷åñêèå ìîäåëè ïåðåíîñà âåùåñòâà ïî ãðàôó êðîâåíîñíûõ ñîñóäîâ ñ ó÷åòîì
ïðîõîæäåíèÿ ôðàêöèé ÷åðåç ñåðäöå✳ Ïîñòðîåíà òî÷å÷íàÿ ìîäåëü ïî÷êè✳ Ðåøå✲
íû çàäà÷è ïðîâåðêè ãèïîòåç ðåãóëèðîâàíèÿ è ëå÷åíèÿ ãèïåðòåíçèâíûõ çàáî✲
ëåâàíèé✳ Óñòàíîâëåíû êà÷åñòâåííûå çàêîíîìåðíîñòè èíòåðôåðåíöèîííîé êàð✲
òèíû âîëí äàâëåíèÿ íà ãðàôå ñîñóäîâ êðîâåíîñíîé ñèñòåìû ñ ó÷åòîì âíåøíèõ
âîçäåéñòâèé è ïðèñòåíî÷íîé âÿçêîñòè✳

Ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ❈❱❙❙ ❬✸❪✱ èìåþùèé èíòåðôåéñíóþ ñðå✲
äó ñ èíòåðàêòèâíûì ðåæèìîì îáùåíèÿ ñ ïîëüçîâàòåëåì✱ ïîçâîëÿþùèé ïðî✲
âîäèòü îáðàáîòêó ïîòîêà âõîäíîé è âûõîäíîé èíôîðìàöèè êàê â ÷èñëîâîì✱
òàê è â ãðàôè÷åñêîì âèäå✳

Ïðîâîäÿòñÿ ðàáîòû ïî ðàçðàáîòêå ñåãìåíòàðíîé ìîäåëè ïå÷åíè äëÿ èññëå✲
äîâàíèÿ ïîâåäåíèå êðîâåíîñíîé ñèñòåìû ïå÷åíè ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ å➻
ïàòàëîãèè✱ ïðè íàëè÷èè øóíòîâ ✭àíàòîìè÷åñêèõ ïåðåïëåòåíèé ìåæäó áàññåé✲
íàìè âåíîçíîé êðîâè✮✱ à òàêæå ïîðòîêàâàëüíûõ è ñïëåíîðåíàëüíûõ àíàñòî✲
ìîçîâ ✭èñêóññòâåííûõ ñîåäèíåíèé ìåæäó êðîâåíîñíûìè ñîñóäàìè✮✳

✶✹✵
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Ðàçðàáàòûâàåòñÿ ìîäåëü ìàòî÷íîãî è ìàòî÷íî✲ïëàöåíòàðíîãî êðîâîîáðà✲
ùåíèÿ ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ ðåìîäåëèðîâàíèÿ ñïèðàëüíûõ àðòåðèé â
õîäå áåðåìåííîñòè íà êðîâîòîê✳

➮ëëþñòðàöèè

Ðèñ✳ ✺✿ ✸❉✲ãðàô êðîâåíîñíîé ñèñòåìû ÷åëîâåêà✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ✃îøåëåâ➶✳➪✳✱ ❒óõèíÑ✳➮✳✱ Ñîñíèí❮✳➶✳✱ Ôàâîðñêèé➚✳Ï✳ ❒àòåìàòè÷å✲
ñêèå ìîäåëè êâàçè✲îäíîìåðíîé ãåìîäèíàìèêè✳ ❒åòîäè÷åñêîå ïîñîáèå✳
❒✳✿ ❒àêñÏðåññ✱ ✷✵✶✵✳

✷✳ ➚øìåòêîâ➮✳➶✳✱ ➪óíè÷åâà➚✳ß✳✱ ❒óõèíÑ✳➮✳✱ ÑîêîëîâàÒ✳➶✳✱ Ñîñ✲
íèí❮✳➶✳✱ Ôàâîðñêèé➚✳Ï✳ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ãåìîäèíàìè✲
êè â ìîçãå è áîëüøîì êðóãå êðîâîîáðàùåíèÿ✳ Ñáîðíèê✿ ✃îìïüþòåð è
ìîçã✳ ❮îâûå òåõíîëîãèè✳ ❒✳✿ ❮àóêà✱ ñ✳✸✾✲✾✾✱ ✷✵✵✺✳

✸✳ ➚øìåòêîâ➮✳➶✳✱ ➪óíè÷åâà➚✳ß✳✱ ❐óêøèí➶✳➚✳✱ ✃îøåëåâ➶✳➪✳✱ ❒ó✲
õèíÑ✳➮✳✱ Ñîñíèí❮✳➶✳✱ Ôàâîðñêèé➚✳Ï✱ Õðóëåíêî➚✳➪✳ ❒àòåìàòè÷å✲
ñêîå ìîäåëèðîâàíèå êðîâîîáðàùåíèÿ íà îñíîâå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà
❈❱❙❙✳ Ñáîðíèê✿ ✃îìïüþòåðíûå ìîäåëè è ïðîãðåññ ìåäèöèíû✳ ❒✳✿ ❮à✲
óêà✱ ñ✳✶✾✹✲✷✶✽✱ ✷✵✵✶✳

✶✹✶



Ñåêöèÿ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

➘èñêðåòíûå è àñèìïòîòè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèè îäíîé

çàäà÷è ñëîæíîãî òåïëîîáìåíà

➚ìîñîâ ➚íäðåé ➚âåíèðîâè÷✱ ✃ðûìîâ ❮èêèòà ➴âãåíüåâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð❀ àñïèðàíò
❊✲♠❛✐❧✿ ❆♠♦s♦✈❆❆❅♠♣❡✐✳r✉✱ ♥❡❦r②♠♦✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❮àöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò ❒îñêîâñêèé
ýíåðãåòè÷åñêèé èíñòèòóò✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✃ðàåâàÿ çàäà÷à

−div(λ∇u) = f, x ∈ G =
⋃

i,j

Gi j ✭✶✹✮

λ
∂u

∂n
+h(u) =

∫

∂G

h(u(ξ))ϕ(ξ, x) dσ(ξ)+

∫

Γ

h(uΓ)ϕ(ξ, x) dσ(ξ), x ∈ ∂G ✭✶✺✮

îïèñûâàåò ðàäèàöèîííî✲êîíäóêòèâíûé òåïëîîáìåí â ñèñòåìå✱ ñîñòîÿùåé èç
n2 àáñîëþòíî ÷åðíûõ òåïëîïðîâîäÿùèõ ñòåðæíåé êðóãëîãî ñå÷åíèÿ ðàäèó✲
ñà ε = 1/(2n)✱ óïàêîâàííûõ ðåãóëÿðíûì îáðàçîì â êâàäðàòíóþ ➽êîðîáêó➾
Ω = (0, 1)2 ñ ãðàíèöåé Γ✳ ✃àæäîìó ñòåðæíþ ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå êðóã
Gi,j ðàäèóñà ε✳ ➬äåñü u ✕ àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà✱ λ ✕ êîýôôèöèåíò òåïëî✲
ïðîâîäíîñòè✱ h(u) = σ0u

4 ✕ ïîëóñôåðè÷åñêàÿ èíòåíñèâíîñòü òåïëîâîãî èçëó✲
÷åíèÿ✱ σ0 ✕ ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà✲➪îëüöìàíà✱ ϕ ✕ óãëîâîé êîýôôèöèåíò✱ uΓ ✕
òåìïåðàòóðà âíåøíåé ñðåäû✳

➘ëÿ çàäà÷è ✭✶✹✮✲✭✶✺✮ ïðåäëîæåíû íîâûå ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ✱
îñíîâàííûå íà ñïåöèàëüíûõ äèñêðåòíûõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèÿõ✱
ïîçâîëÿþùèå ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü çàòðàòû
âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ✳

Ïðè äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèè âîçíèêàåò ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî ñðåäíèõ ïî ñå÷åíèÿì çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû✳ ➚ñèìïòîòè÷åñêàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ ïðèâîäèò ê íåñòàíäàðòíîé íåëèíåéíîé ãîìîãåíèçèðîâàííîé
êðàåâîé çàäà÷å

− 2ε∆H(v) =
π

4
f, x ∈ Ωε = (ε, 1− ε)2, ✭✶✻✮

2ε
∂H(v)

∂n
− 2ε2

∂2H∗(v)

∂s2
+HΓ(v) = HΓ(uΓ) + ε

π

4
f, x ∈ ∂Ωε, ✭✶✼✮

ãäå ∂/∂n è ∂/∂s ✕ ïðîèçâîäíûå ïî íîðìàëè è êàñàòåëüíîé ê ∂Ωε✱

H(υ) =

∫ υ

0

h′(s)

1 + c1(ε/λ)h′(s)
ds, H∗(υ) =

∫ υ

0

(π/2− 1)h′(s)

(1 + (ε/λ)h′(s))2
ds,

✶✹✷
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HΓ(υ) =

∫ υ

0

1 + c2(ε/λ)h
′(s)

(1 + (ε/λ)h′(s))2
h′(s) ds,

υ ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì ê u✳
Ðàíåå â ❬✶❪ áûëè ïðåäëîæåíû áîëåå ïðîñòûå àïïðîêñèìàöèè✱ ïðèâîäÿùèå

ê ëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî ïðèáëèæåíèé ê h(u) çàäà÷àì✳ ➶û÷èñëèòåëüíûå
ýêñïåðèìåíòû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè âûñîêóþ òî÷íîñòü íîâûõ àïïðîêñèìàöèé
âî âñ➻ì ðåàëüíîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè✳ Ïðè
ýòîì ñêîðîñòü âû÷èñëåíèÿ íîâûõ àïïðîêñèìàöèé îêàçàëàñü â äåñÿòêè è ñîòíè
ðàç âûøå✱ ÷åì ó ñòàíäàðòíûõ ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è
✭✶✮✱ ✭✷✮✳

➮ññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà ✭ïðî✲
åêò ➑ ✶✾✲✶✶✲✵✵✵✸✸✮✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➚ìîñîâ➚✳➚✳✱ ✃ðûìîâ❮✳➴✳ ➚ïïðîêñèìàöèè ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è
ðàäèàöèîííî✲êîíäóêòèâíîãî òåïëîîáìåíà â ñèñòåìå ñòåðæíåé êðóãëîãî
ñå÷åíèÿ ✴✴ ➶åñòíèê ❒Ý➮✳ ✲✷✵✶✼✳ ✲➑✺✳ ✲Ñ✳ ✾✹✲✶✵✵✳

✶✹✸
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Øèðîêîäèàïàçîííûå ìîäåëè òåïëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ

ïëàçìû

➪åëîâ ➚ëåêñàíäð ➚ëåêñàíäðîâè÷✶

✃àëèòêèí ❮èêîëàé ❮èêîëàåâè÷✷

✃îçëèòèí ➮âàí ➚ëåêñååâè÷✸

✶✿ ê✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✷✿ ÷ëåí✲êîððåñïîíäåíò Ð➚❮✱ ïðîôåññîð✱ ➮íñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èìåíè ❒✳➶✳✃åëäûøà

Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✸✿ ê✳ô✳ ✕ ì✳í✳✱ ➮íñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èìåíè ❒✳➶✳✃åëäûøà Ð➚❮

❊✲♠❛✐❧✿ ❛❛✳❜❡❧♦✈❅♣❤②s✐❝s✳♠s✉✳r✉✱ ❦❛❧✐t❦✐♥❅✐♠❛♠♦❞✳r✉✱

❦♦③❧✐t✐♥❅❡❧✐♥s✳r✉

➶ ➮íñòèòóòå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì✳ ❒✳➶✳ ✃åëäûøà Ð➚❮ áîëåå ✻✵
ëåò íàçàä ïî èíèöèàòèâå ➚✳➚✳ Ñàìàðñêîãî áûëè ðàçâåðíóòû ðàáîòû ïî ñî✲
çäàíèþ ìîäåëåé è áàç äàííûõ ïî òåïëîôèçè÷åñêèì ñâîéñòâàì âåùåñòâ ïðè
ýêñòðåìàëüíûõ óñëîâèÿõ✳

Ýêñòðåìàëüíûìè óñëîâèÿìè ïðèíÿòî íàçûâàòü âûñîêèå òåìïåðàòóðû
è✴èëè áîëüøèå ïëîòíîñòè✳ Òàêèå ñîñòîÿíèÿ äîñòèãàþòñÿ ïðè ìîùíûõ âçðû✲
âàõ✱ ëàçåðíîì âîçäåéñòâèè íà âåùåñòâî✱ â ñèëüíîòî÷íûõ ðàçðÿäàõ✱ à òàêæå â
íåäðàõ ïëàíåò è çâåçä✳ Òàêàÿ áàçà ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé êàê äëÿ îöåíî÷✲
íûõ✱ òàê è äëÿ ïðåöèçèîííûõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ïðè ïðîåêòèðîâà✲
íèè ìíîãèõ êîíñòðóêöèé íîâîé òåõíèêè â ôóíäàìåíòàëüíûõ íàó÷íûõ çàäà✲
÷àõ✿ ñâåðõìîùíûå ãàçîâûå ëàçåðû✱ ìàãíèòî✲êóìóëÿòèâíûå ãåíåðàòîðû ñâåðõ✲
ñèëüíûõ òîêîâ è ñâåðõìîùíûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé✱ ðàñ÷åòû ìîùíûõ âçðûâíûõ
óñòðîéñòâ✱ áðîíåïðîáèâàíèå íà âûñîêèõ ñêîðîñòÿõ✱ àñòðîôèçè÷åñêèå çàäà÷è
ñòðîåíèÿ çâåçä è ïëàíåò è ðÿä äðóãèõ✳

Ðàáîòû ïî ñâîéñòâàì âåùåñòâ ïðîâîäèëèñü áîëüøèì êîëëåêòèâîì✳ ➶ ðàç✲
íûå ãîäû â íèõ ó÷àñòâîâàëè ❐✳➶✳ ✃óçüìèíà✱ ➶✳Ñ✳ Ðîãîâ✱ Ï✳➘✳ Øèðêîâ✱
➮✳➚✳ Ñîêîëîâà✱ ➶✳Ñ✳ ➶îëîêèòèí✱ ➮✳➚✳ Ïàíèí✱ ➚✳Ñ✳ Ïàâëîâ✱ ➴✳Ñ✳ ➮âàí✲
÷åíêî✱ ✃✳➮✳ ❐óöêèé✱ Ï✳➶✳ ✃îðÿêèí✳ ➶ ðåçóëüòàòå áûëà ñîçäàíà áàçà Ò➴✲
Ô➮Ñ✱ ðàñïîëîæåííàÿ â îòêðûòîì äîñòóïå íà ñàéòå ➮íñòèòóòà ïî àäðåñàì
❤tt♣✿✴✴t❡✜s✳❦❡❧❞②s❤✳r✉ è ❤tt♣✿✴✴t❡✜s✳r✉✳ Òåêóùàÿ âåðñèÿ áàçû ñîäåðæèò ✸ ðàç✲
äåëà✳

✶✮ Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè äàâëåíèÿ P ✱ ýíåðãèè E✱ ýíòðîïèè S â
çàâèñèìîñòè îò ïëîòíîñòè ρ è òåìïåðàòóðû T ✳ Ýòîò ðàçäåë íàèáîëåå ðàç✲
âèò✳ ❰í âêëþ÷àåò òàáëèöû óêàçàííûõ âåëè÷èí äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ïåðè✲
îäè÷åñêîé ñèñòåìû ñ çàðÿäîì Z ≤ 103✳ ➘èàïàçîí òåìïåðàòóð ñîñòàâëÿåò
−0.6 < lg T (ý➶) < 4.6 è ïëîòíîñòåé −6 < lg ρ(ã✴ñì3) < 6✳ Ñåòêà ïî
òåìïåðàòóðå è ïëîòíîñòè ðàâíîìåðíàÿ â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå✱ øà✲
ãè ∆ lg T = ∆ lg ρ = 0.2❀ äëÿ âàæíåéøèõ ýëåìåíòîâ ❆❧✱ ❋❡✱ ❈✉✱ P❜ øàãè
∆ lg T = ∆ lg ρ = 0.1✳

✶✹✹
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✷✮ ❰ïòè÷åñêèå ñâîéñòâà✳ Ýòîò ðàçäåë òîëüêî íà÷àë ñîçäàâàòüñÿ✳ ➶ ðàìêàõ
ïðåäëîæåííîé íàìè ìîäåëè íåîäíîðîäíîãî ìèêðîïîëÿ äëÿ ðàñ÷åòà îïòè÷å✲
ñêèõ ëèíèé è ïîðîãîâ ôîòîýôôåêòà òðåáóåòñÿ çíàòü ñðåäíèé äåáàåâñêèé çà✲
ðÿä ñðåäû✳ ➘àííûé ðàçäåë áàçû âêëþ÷àåò òàáëèöû äåáàåâñêîãî çàðÿäà äëÿ
âñåõ ýëåìåíòîâ ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû ñ çàðÿäîì Z ≤ 103 â çàâèñèìîñòè îò
òåìïåðàòóðû è ïëîòíîñòè✳ ➘èàïàçîíû è øàãè ñåòîê ïî T è ρ òàêîâû æå✱ êàê
è â ðàçäåëå ✶✳

✸✮ Ðåàêöèè✳ Ýòîò ðàçäåë òîæå íàõîäèòñÿ íà ýòàïå ñîçäàíèÿ✳ ➶î✲ïåðâûõ✱
ýòîò ðàçäåë ñîäåðæèò äàííûå ïî òåðìîÿäåðíûì ðåàêöèÿì✱ íàèáîëåå âàæíûì
â óñëîâèÿõ ìèøåíåé óïðàâëÿåìîãî ñèíòåçà✿ à✮ òàáëèöû ❙✲ôàêòîðîâ ✭ðàâíûõ
ñå÷åíèÿì✱ äåëåííûì íà ìíîæèòåëü ➹àìîâà✱ îïèñûâàþùèé ïðîíèöàåìîñòü êó✲
ëîíîâñêîãî áàðüåðà✮ â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö❀ á✮
òàáëèöû ñêîðîñòåé ðåàêöèé â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû äëÿ òåðìîäèíà✲
ìè÷åñêè ðàâíîâåñíîé ñðåäû✳ ➘èàïàçîí ýíåðãèé ñîñòàâëÿåò îò ✷ êý➶ äî ∼✶✹
❒ý➶✳ ➶åëè÷èíû â òàáëèöàõ ïðèâåäåíû â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå✱ øàãè
∆ lgE = ∆ lg T = 0.1 ✭ý➶✮✳ ➶î✲âòîðûõ✱ ýòîò ðàçäåë âêëþ÷àåò äàííûå ïî ñêî✲
ðîñòÿì õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé✱ ïðîòåêàþùèõ â ñìåñè âîäîðîäà ñ âîçäóõîì ïðè
àòìîñôåðíîì äàâëåíèè è óìåðåííûõ òåìïåðàòóðàõ äî ✶✲✷ ê✃✿ à✮ ðåçóëüòàòû
ïåðâè÷íûõ èçìåðåíèé ñ ðåâèçèåé àâòîðñêèõ îöåíîê ïîãðåøíîñòåé❀ á✮ ïàðà✲
ìåòðû àïïðîêñèìàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ çàêîíîì ➚ððåíèóñà✳

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì Ð❮Ô ➑ ✶✻✲✶✶✲✶✵✵✵✶✳
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❑❛❧✐t❦✐♥◆✳◆✳✱ ❑♦③❧✐t✐♥ ■✳ ❆✳ ✴✴ ❆♥♥❛❧s ♦❢ P❤②s✐❝s✳ ✷✵✶✽✳ ❱♦❧✳ ✸✾✻❈✳ P ✳✹✻✽✲
✹✼✽✳

✷✳ ➪åëîâ➚✳➚✳✱ ✃àëèòêèí❮✳❮✳✱ ✃îçëèòèí➮✳➚✳✱ ✃îðÿêèíÏ✳➶✳ ✴✴ ➮çâåñòèÿ
Ð➚❮✳ Ñåðèÿ Ôèçè÷åñêàÿ✳ ✷✵✶✽✳ Ò✳ ✽✷✱ ➑✶✶✳ Ñ✳ ✶✻✵✻✕✶✻✶✵✳

✸✳ ➪åëîâ➚✳➚✳✱ ➹îëîâàíîâÐ✳➶✳✱ ✃àëèòêèí❮✳❮✳✱ ✃îçëèòèí➮✳➚✳✱ ✃îðÿ✲
êèíÏ✳➶✳✱ ✃óçüìèíà❐✳➶✳ ✴✴ Ïðåïðèíòû ➮Ï❒ èì✳ ❒✳➶✳✃åëäûøà✳ ✷✵✶✽✳
➑✷✶✾✳

✹✳ ➪åëîâ➚✳➚✳✱ ✃àëèòêèí❮✳❮✳✱ ✃îçëèòèí➮✳➚✳ ❮åîäíîðîäíîñòü ïëàçìåííî✲
ãî ìèêðîïîëÿ ✴✴ Ïðåïðèíòû ➮Ï❒ èì✳ ❒✳➶✳✃åëäûøà✳ ✷✵✶✽✳ ➑ ✷✷✵✳

✶✹✺
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➶û÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû íà îñíîâå èåðàðõèè ìîäåëåé

➪îãîìîëîâ Ñåðãåé ➶ëàäèìèðîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ❜♦❣♦♠♦❅❝s✳♠s✉✳s✉

Ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

Òðèàäà ➚✳➚✳ Ñàìàðñêîãî ✭ìîäåëü ✕ àëãîðèòì ✲ ïðîãðàììà✮ êàê îñíîâà êî✲
ëåñà âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà èëëþñòðèðóåòñÿ ñíà÷àëà íà õîðîøî èç✲
âåñòíûõ çàäà÷àõ äèôôóçèè ñ ïåðåõîäîì íà ñîâðåìåííûå ïîäõîäû✱ âêëþ÷àÿ
ýëåìåíòû ìèêðî ✕ ìàêðî ìîäåëèðîâàíèÿ è ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç✳

❰áîçðåâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ïîäõîäû ê ïðîáëåìå îïèñàíèÿ
áîëüøèõ ñèñòåì íà ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå ñ ïîñëåäóþùåì îãðóáëåíèåì
äî ìàêðîñêîïè÷åñêîãî✳ Ðàññìîòðåíèå ïðîâîäèòñÿ íà ïðèìåðå ãàçîâîé äèíàìè✲
êè êàê íàèáîëåå ðàçðàáîòàííîé â ýòîì êîíòåêñòå îáëàñòè çíàíèÿ✱ î÷åð÷èâàå✲
ìîé òàêèìè êëþ÷åâûìè òåðìèíàìè✱ êàê óðàâíåíèÿ ➪îëüöìàíà✱ ❮àâüå✲Ñòîêñà✱
ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè✱ ìåòîäû ❒îíòå✲✃àðëî✱ ñòîõàñòè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå✳
➮çëàãàþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå ïîäõîäû êàê ê ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî✲
äåëåé✱ òàê è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ✳ ❮àø àïïàðàò èñïîëüçóåò ñàì ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ✱ à íå åãî ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ✱ êàê ýòî ïðèíÿòî â êëàññè÷åñêîé
êèíåòè÷åñêîé òåîðèè✳ Òåì ñàìûì îí ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò òðàäèöèîí✲
íîãî✳ ➚êöåíò ñòàâèòñÿ íà ÿñíîñòè äîïóùåíèé ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî óðîâíÿ
äåòàëèçàöèè ê äðóãîìó✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ óðàâíåíèå ➪îëüöìàíà✱ óðàâíåíèå ✃îëìîãîðîâà ✕ Ôîêêå✲
ðà ✕ Ïëàíêà✱ óðàâíåíèå ❮àâüå ✕ Ñòîêñà✱ ñèëà ❐îðåíöà✱ óðàâíåíèÿ ìàãíèòíîé
ãèäðîäèíàìèêè è êâàçèãàçîäèíàìèêè❀ ñëó÷àéíûå ïðîöåññû✱ ñòîõàñòè÷åñêèå
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïî ïóàññîíîâñêîé è âèíåðîâñêîé ìåðàì❀ ñòîõà✲
ñòè÷åñêèå è äåòåðìèíèñòè÷åñêèå ìåòîäû ÷àñòèö✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➪îãîìîëîâ Ñ✳➶✳✱ ➴ñèêîâà ❮✳➪✳✱ ✃óâøèííèêîâ➚✳➴✳ ❒èêðî ✕ ìàêðî ìî✲
äåëè Ôîêêåðà ✖ Ïëàíêà ✖ ✃îëìîãîðîâà äëÿ ãàçà èç òâ➻ðäûõ ñôåð
✴✴ ❒àòåì✳ ìîäåëèðîâàíèå✳ ✷✵✶✻✳ Ò✳ ✷✽✱ ◆♦ ✷✳Ñ✳ ✻✺✖✽✺❀ ✴✴ ▼❛t❤✳ ▼♦❞❡❧s
❈♦♠♣✉t✳ ❙✐♠✉❧✳ ✷✵✶✻ ✳❱♦❧✳ ✽✱ ◆♦ ✺✳ Ñ✳ ✺✸✸✖✺✹✼✳

✷✳ ❇♦❣♦♠♦❧♦✈ ❙✳✱❱✳✱ ❊s✐❦♦✈❛◆✳ ❇✳✱ ❑✉✈s❤✐♥♥✐❦♦✈❆✳ ❊✳✱ ❙♠✐r♥♦✈ P✳ ◆✳ ❖♥
❣❛s ❞②♥❛♠✐❝ ❤✐❡r❛r❝❤②✴✴ ■♥✿ ❚❤❡ ❙❡✈❡♥t❤ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❋✐♥✐t❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡
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Ðàçðûâíûé ìåòîä ➹àëåðêèíà✿ âàðèàöèîííûé ïîäõîä â

ãàçîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ

➪ðàãèí ❒èõàèë ➘ìèòðèåâè÷✱ ✃ðèêñèí Þðèé ➚íàòîëüåâè÷✱

Òèøêèí ➶ëàäèìèð Ôåäîðîâè÷
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➮íñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì✳ ❒✳➶✳ ✃åëäûøà Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱
Ðîññèÿ

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
✭ïðîåêò ➑✶✼✲✼✶✲✸✵✵✶✹✮✳

➘ëÿ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ðàçðàáîòàí âàðèàöèîííûé
ïðèíöèï ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé ðàçðûâíîãî ìåòîäà ➹àëåðêèíà ✭Ð❒➹✮✱ â êî✲
òîðîì âûïîëíåíû äèñêðåòíûå àíàëîãè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû✱ èìïóëü✲
ñà✱ ïîëíîé ýíåðãèè è ýíòðîïèéíîãî íåðàâåíñòâà â êàæäîé ÿ÷åéêå ðàñ÷åòíîé
îáëàñòè✳ ➶ îñíîâå ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ëåæèò âàðèàöèîííàÿ èíòåðïðåòà✲
öèÿ óðàâíåíèé Ð❒➹✳ ➶ ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ðåøåíèå
ñòàíäàðòíûõ óðàâíåíèé Ð❒➹ ❬✶❪ îïðåäåëÿåò áåçóñëîâíûé ìèíèìóì ñðåäíå✲
êâàäðàòè÷íîé íîðìû íåâÿçêè óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ÿ÷åéêå✳ Ïåðå✲
õîä îò áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íîðìû íåâÿçêè ê åå óñëîâíîé ìèíèìèçà✲
öèè ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ íîâûõ óðàâíåíèé Ð❒➹✱ â êîòî✲
ðûõ ãàðàíòèðóåòñÿ âûïîëíåíèå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è ýíòðîïèéíîãî íåðàâåí✲
ñòâà✳ Ðàíåå íàìè áûë ïðåäëîæåí ìåòîä âàðèàöèîííîé ýíòðîïèéíîé ðåãóëÿðè✲
çàöèè ❬✷❪✱ ãäå óðàâíåíèÿ Ð❒➹ ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ íåêîòîðîé
çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ✱ â êîòîðîé óñëîâíàÿ ìèíèìèçàöèÿ
êâàäðàòà íîðìû íåâÿçêè ïðîâîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå✱ çàäàâàåìûì ëèíåéíûì
íåðàâåíñòâîì ✖ äèñêðåòíûì àíàëîãîì ýíòðîïèéíîãî óñëîâèÿ✳ ❰äíàêî✱ êàê ïî✲
êàçàëî ÷èñëåííîå òåñòèðîâàíèå ❬✸❪✱ òàêàÿ ýíòðîïèéíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ âñå åùå
íåäîñòàòî÷íà✿ óêàçàííûé ìåòîä ïîðîæäàåò èòåðàöèè✱ ïðèâîäÿùèå ê îòðèöà✲
òåëüíûì çíà÷åíèÿì äàâëåíèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ✱ ñêîëü áû íè áûëà ìàëîé âå✲
ëè÷èíà øàãà ïî âðåìåíè✳ ❒íîæåñòâî êîíå÷íî✲ýëåìåíòíûõ ✭✃Ý✮ àïïðîêñèìà✲
öèé çàäàííûõ ôóíêöèé íà îñíîâå Ð❒➹ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü øèðîêèì è íóæäàåòñÿ â
ðàçóìíîì ñóæåíèè✳ ✃îíñòðóêòèâíûì îêàçûâàåòñÿ òðåáîâàíèå ìîíîòîííîñòè
✃Ý àïïðîêñèìàöèé ✭ëþáîé çàäàííîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò åå
ìîíîòîííàÿ ✃Ý àïïðîêñèìàöèÿ ñ òåì æå ñàìûì íàïðàâëåíèåì ìîíîòîííîñòè✮✱
êîòîðîå óäàåòñÿ äîñòè÷ü✱ èñïîëüçóÿ ñïåöèàëüíóþ ïðîöåäóðó ëèìèòèðîâàíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ Ð❒➹✳ Óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà ëèìèòèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò äî✲
ïîëíèòåëüíûì ëèíåéíûì îãðàíè÷åíèÿì â çàäà÷å óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íîð✲
ìû íåâÿçêè✳ ×èñëåííîå òåñòèðîâàíèå ïîêàçàëî✱ ÷òî ñîâìåñòíîå âûïîëíåíèå
óñëîâèé ìîíîòîííîñòè ✃Ý àïïðîêñèìàöèé è íåîòðèöàòåëüíîãî ïðîèçâîäñòâà
ýíòðîïèè ïðèâîäèò ê íîâûì óðàâíåíèÿì Ð❒➹✱ ïîçâîëÿþùèì ðåàëèçîâàòü íà
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èõ îñíîâå óñòîé÷èâûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ óðàâ✲
íåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè✳

×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû ñ ïîìîùüþ ñóïåðêîìïüþòåðíîãî öåíòðà
❮➮➶Ö ❒➹Ó èì✳ ❒✳➶✳ ❐îìîíîñîâà è öåíòðà èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé
➹ðîíèíãåíñêîãî óíèâåðñèòåòà ✭❮èäåðëàíäû✮✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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ìåòîäà ➹àëåðêèíà â îäíîìåðíûõ çàäà÷àõ ãàçîâîé äèíàìèêè ✴✴ Ïðåïðèí✲
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×èñëåííîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ïðîäîëüíîãî ìàãíèòíîãî

ïîëÿ íà óñêîðåíèå è ñæàòèå ïëàçìû â êîàêñèàëüíûõ

êàíàëàõ

➪ðóøëèíñêèé ✃îíñòàíòèí ➶ëàäèìèðîâè÷✱

Ñòåïèí ➴âãåíèé ➶èêòîðîâè÷

ä✳ô✳✕ ì✳í✳✱ ïðîôåññîð❀ ê✳ô✳✕ ì✳í✳
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➮íñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì✳ ❒✳➶✳ ✃åëäûøà Ð➚❮✱
❮àöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé ÿäåðíûé óíèâåðñèòåò ➽❒➮Ô➮➾✱ ❒îñêâà✱

Ðîññèÿ

❒àòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ðàñ÷åòû òå÷åíèé ïëàçìû â êàíàëàõ✲ñîïëàõ✱ îá✲
ðàçîâàííûõ äâóìÿ êîàêñèàëüíûìè ýëåêòðîäàìè✱ ✕ ïîñòîÿííàÿ òåìà ðàáîò àâ✲
òîðîâ ñ êîëëåãàìè✱ îòíîñÿùèõñÿ ê èññëåäîâàíèÿì óñêîðåíèÿ ïëàçìû â îñåâîì
íàïðàâëåíèè àçèìóòàëüíûì ✕ ïîïåðå÷íûì ê òå÷åíèþ ✕ ìàãíèòíûì ïîëåì✳ ➶
êàíàëàõ ñ óêîðî÷åííûì öåíòðàëüíûì ýëåêòðîäîì çà ïðèìûêàþùåé ê íåìó
êîíè÷åñêîé óäàðíîé âîëíîé îáðàçóåòñÿ çîíà êîìïðåññèè ✕ îáëàñòü ñæàòîé è
íàãðåòîé ïëàçìû✳ ❰íà ìîæåò ïðåäñòàâèòü èíòåðåñ â ñâÿçè ñ èíæåêöèåé ãîðÿ✲
÷åé ïëàçìû â ìàãíèòíûå ëîâóøêè✱ êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûì îáúåêòîì
ðàáîò ïî óïðàâëÿåìîìó òåðìîÿäåðíîìó ñèíòåçó✳ Ðåçóëüòàòû áîëüøîé ñåðèè
ðàñ÷åòîâ â äâóìåðíîé ❒➹➘✲ìîäåëè ïðîöåññîâ óñêîðåíèÿ è ñæàòèÿ ïëàçìû â
äâóìåðíûõ òå÷åíèÿõ âíåñëè âêëàä â òåîðèþ ìàãíèòíîãî àíàëîãà ñîïëà ❐àâàëÿ
è ñïîñîáñòâîâàëè ñîçäàíèþ êâàçèñòàöèîíàðíîãî ñèëüíîòî÷íîãî ïëàçìåííîãî
óñêîðèòåëÿ ñ ðåêîðäíûìè çíà÷åíèÿìè ñêîðîñòè è ýíåðãèè ïëàçìû íà âûõîäå
èç êàíàëà ❬✶✕✹❪✳

➘îêëàä ïðåäñòàâëÿåò ðåçóëüòàòû ðàáîò✱ âûïîëíåííûõ â ïîñëåäíèå ãîäû
â ðàçâèòèå èññëåäîâàíèé â óêàçàííîé îáëàñòè✳ Ðàññìîòðåíû ñòàöèîíàðíûå
❒➹➘✲òå÷åíèÿ â êàíàëå â ïðèñóòñòâèè ïðîäîëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ✱ êîòî✲
ðîå äîïîëíèòåëüíî ñîçäàåòñÿ âíåøíèìè ïðîâîäíèêàìè ñ òîêîì✳ ➶ ðàñ÷åòàõ
èññëåäîâàíî âëèÿíèå ïðîäîëüíîãî ïîëÿ íà óñêîðèòåëüíûå è êîìïðåññèîííûå
ñâîéñòâà òå÷åíèé â êàíàëàõ ðàçëè÷íîé ãåîìåòðèè✳

➶î✲ïåðâûõ✱ óñòàíîâëåíî✱ ÷òî â îãðàíè÷åííîì äèàïàçîíå ñâîèõ çíà÷åíèé
ïðîäîëüíîå ïîëå íåñêîëüêî ñíèæàåò ýôôåêò óñêîðåíèÿ✱ ò✳ê✳ ÷àñòü êèíåòè✲
÷åñêîé ýíåðãèè ïåðåäàåòñÿ âðàùåíèþ ïëàçìû✱ âûçâàííîìó âçàèìîäåéñòâèåì
ïðîäîëüíîãî ïîëÿ ñ ðàäèàëüíûì ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì✳ ➶î✲âòîðûõ✱ îíî îòêëî✲
íÿåò òîê îò ðàäèàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ è ïðèæèìàåò ïëàçìó ê âíåøíåìó ýëåê✲
òðîäó✱ ÷òî â ðåçóëüòàòå äîëæíî ïðåïÿòñòâîâàòü îáÿçàííîìó ýôôåêòó Õîëëà
íåæåëàòåëüíîìó ñêîëüæåíèþ òîêà è ðàçðåæåíèþ ïëàçìû â ïðèàíîäíîé çîíå
ýêñïåðèìåíòàëüíî ðåàëèçîâàííûõ óñêîðèòåëåé✳ ➮ññëåäîâàíà ðîëü ãåîìåòðèè
ýëåêòðîäîâ✱ îáðàçóþùèõ êàíàë â ôîðìå ñîïëà✳ Ïîêàçàíî✱ ÷òî óñêîðåíèå áîëåå
ýôôåêòèâíî â êàíàëàõ ñ âûïóêëûì âíóòðü öåíòðàëüíûì è ãîðèçîíòàëüíûì
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âíåøíèì ýëåêòðîäàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíôèãóðàöèåé ïðîòèâîïîëîæíîé ãåî✲
ìåòðèè✳

➶ ðàñ÷åòàõ êîìïðåññèîííûõ òå÷åíèé ïëàçìû â êàíàëàõ ïîäðîáíî èññëåäî✲
âàíû ñæàòèå è íàãðåâ ïëàçìû â çîíå êîìïðåññèè â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðèè
êàíàëà✱ îòíîøåíèÿ õàðàêòåðíûõ çíà÷åíèé ãàçîâîãî è ìàãíèòíîãî äàâëåíèé
ïëàçìû è âëèÿíèÿ íà íèõ ïðîäîëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ✳ ❒àêñèìàëüíûå çíà✲
÷åíèÿ ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû âîçðàñòàþò ïðè óâåëè÷åíèè ïëîùàäè ïîïå✲
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êàíàëà✳ Ïðèñóòñòâèå ïðîäîëüíîãî ïîëÿ îñëàáëÿåò êîìïðåñ✲
ñèîííûé ýôôåêò✿ çîíà êîìïðåñèè ñìåùàåòñÿ âíèç ïî òå÷åíèþ è â ðàäèàëüíîì
íàïðàâëåíèè✱ óâåëè÷èâàåòñÿ â ðàçìåðàõ✱ à ïàðàìåòðû ñæàòèÿ è íàãðåâà çà✲
ìåòíî ñíèæàþòñÿ✳

×èñëåííàÿ ìîäåëü è ÷àñòü ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ èçëîæåíû â ñòà✲
òüÿõ ❬✺✱ ✻❪✳

Ðàáîòû✱ îáñóæäàåìûå â äîêëàäå✱ âûïîëíåíû ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå
Ð❮Ô ✭ïðîåêò ➑ ✶✻✲✶✶✲✶✵✷✼✽✮✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❒îðîçîâ➚✳➮✳ ➶âåäåíèå â ïëàçìîäèíàìèêó✳ ✷✲å èçä✳ ❒✳✿ Ôèçìàòëèò✱ ✷✵✵✽✳

✷✳ ➪ðóøëèíñêèé ✃✳➶✳✱ ❒îðîçîâ➚✳➮✳ ➚íàëèç äâóìåðíûõ òå÷åíèé ïëàçìû â
êàíàëàõ ✴✴ Ýíöèêëîïåäèÿ íèçêîòåìïåðàòóðíîé ïëàçìû ✴ Ïîä ðåä✳ ➶✳➴✳
Ôîðòîâà✳ ❒✳✿ ßíóñ✲✃✱ ✷✵✵✼✳ Ñåð✳ ➪✱ Ò✳ ■❳✲✷✳ Ñ✳ ✸✸✹ ✕ ✸✻✾✳

✸✳ ➪ðóøëèíñêèé✃✳➶✳ ❒àòåìàòè÷åñêèå è âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è ìàãíèò✲
íîé ãàçîäèíàìèêè✳ ❒✳✿ ➪èíîì✳ ❐àáîðàòîðèÿ çíàíèé✱ ✷✵✵✾✳

✹✳ ➪ðóøëèíñêèé✃✳➶✳ ❒àòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïëàçìû â ïðîåêòàõ ❒îðî✲
çîâà ✴✴ Ôèçèêà ïëàçìû✳ ✷✵✶✾✳ Ò✳ ✹✺✱ ➑✶✳ Ñ✳ ✸✼ ✕ ✺✵✳

✺✳ ➪ðóøëèíñêèé✃✳➶✳✱ ➷äàíîâà ❮✳Ñ✳✱ Ñò➻ïèí➴✳➶✳ Óñêîðåíèå ïëàçìû â
êîàêñèàëüíûõ êàíàëàõ ñ ïðîôèëèðîâàííûìè ýëåêòðîäàìè è ïðîäîëü✲
íûì ìàãíèòíûì ïîëåì ✴✴ ➷➶❒è❒Ô✳ ✷✵✶✽✳ Ò✳ ✺✽✱ ➑✹✳ Ñ✳ ✻✵✼ ✕ ✻✶✼✳

✻✳ ➪ðóøëèíñêèé✃✳➶✳✱ Ñò➻ïèí➴✳➶✳ ×èñëåííàÿ ìîäåëü êîìïðåññèîííûõ òå✲
÷åíèé ïëàçìû â êàíàëàõ â ïðèñóòñòâèè ïðîäîëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ
✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✷✵✶✾ ✭â ïå÷àòè✮✳

✶✺✵



Ñåêöèÿ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

❰ ðåøåíèè çàäà÷ ñ áûñòðî ìåíÿþùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè

ñ ïîìîùüþ îäíîðîäíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì

➶àñèëüåâ ➶àñèëèé ➮âàíîâè÷

ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ✈❛s✈❛s✐❧❅♠❛✐❧✳r✉

Ñåâåðî✲➶îñòî÷íûé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò✱ ßêóòñê✱ Ðîññèÿ

➮ìååòñÿ øèðîêèé êëàññ àêòóàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷✱ ïðèâîäÿùèõ ê
ìíîãîìàñøòàáíûì ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì✳ ➶ ñîîáùåíèè äëÿ ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìèñÿ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ êîýôôèöèåíòàìè ñ
ïîìîùüþ ➽òî÷íîé ðàçíîñòíîé ñõåìû➾ ➚✳➚✳Ñàìàðñêîãî✱ ïîñòðîåííîé ñâûøå ✻✵
ëåò íàçàä ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî èì ➽èíòåãðî✲èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòî✲
äà➾✳

Ðàññìîòðåíû òàêæå è ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ áûñòðî ìåíÿþùèìèñÿ
êîýôôèöèåíòàìè✳ Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ìîäåëüíûõ
çàäà÷ íà äîñòàòî÷íî ãðóáûõ ñåòêàõ✳ ❰íè ïîêàçàëè âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü
èíòåãðî✲èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ ÷èñëåí✲
íîãî ðåøåíèÿ ìíîãîìàñøòàáíûõ çàäà÷✳

✶✺✶
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➪åñïàðàìåòðè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷ âîäîðîäíîé

áåçîïàñíîñòè

➹ëîòîâ ➶ÿ÷åñëàâ Þðüåâè÷✶

✃àíàåâ ➚íòîí ➚íäðååâè÷✷

✃èñåëåâ ➚ðêàäèé ➴âãåíüåâè÷✸

➹îëîâèçíèí ➶àñèëèé ❒èõàéëîâè÷✹

✶✿ ê✳ ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ñ✳ í✳ ñ✳✱ ➮íñòèòóò ïðîáëåì áåçîïàñíîãî ðàçâèòèÿ àòîìíîé ýíåðãåòèãèêè Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱

Ðîññèÿ

✷✿ ê✳ ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ çàâ✳ ëàá✳✱ ➮íñòèòóò ïðîáëåì áåçîïàñíîãî ðàçâèòèÿ àòîìíîé ýíåðãåòèãèêè Ð➚❮✱

❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✸✿ ä✳ ò✳ í✳✱ çàâ✳ îòäåëåíèåì✱ ➮íñòèòóò ïðîáëåì áåçîïàñíîãî ðàçâèòèÿ àòîìíîé ýíåðãåòèãèêè Ð➚❮✱

❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✹✿ ä✳ ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ çàâ✳ ëàá✳✱ ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❊✲♠❛✐❧✿ ❣❧♦t♦✈✲✈❅②❛♥❞❡①✳r✉✱ ❦❛♥❛❡✈❅✐❜r❛❡✳❛❝✳r✉✱ ❦s✈❅✐❜r❛❡✳❛❝✳r✉✱

❣♦❧❅✐❜r❛❡✳❛❝✳r✉

➘ëÿ îáåñïå÷åíèÿ âîäîðîäíîé áåçîïàñíîñòè ✭➶➪✮ íà ➚ÝÑ íåîáõîäèìà êîì✲
ïëåêñíàÿ ñèñòåìà ìåð✱ íàïðàâëåííûõ íà ýøåëîíèðîâàííóþ çàùèòó òåõíîëî✲
ãè÷åñêèõ ñèñòåì è ïåðñîíàëà✳ Ðàçðàáîòêà òàêèõ ìåð äîëæíà îñíîâûâàòüñÿ íà
ðåçóëüòàòàõ ðàñ÷åòíî✲òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîñòóëèðóåìûõ ñöåíàðèåâ àâà✲
ðèé è ðåçóëüòàòàõ íàòóðíûõ ✭è ìîäåëüíûõ✮ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé✱
ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ âåðèôèêàöèè ôèçèêî✲ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàñ÷åò✲
íûõ êîäîâ✳ ➘ëÿ ýòèõ öåëåé çà ðóáåæîì ïðîâîäÿòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèå èññëå✲
äîâàíèÿ ïî âîïðîñàì ñòðàòèôèêàöèè âîäîðîäà â ➬❰ ✭ïðîåêòû ❖❊❈❉✴◆❊❆✿
❙❊❚❍✱ ❙❊❚❍✲✷✱ ❊❘❈❖❙❆▼✲❙❆▼❆❘❆✱ ❍❨▼❊❘❊❙✱ ❍❨▼❊❘❊❙✲✷✮✳ ➮ññëåäî✲
âàíèÿ âåäóòñÿ îò ïðîñòîãî ê ñëîæíîìó✳ ➮çó÷àþòñÿ êàê áàçîâûå ìåõàíèçìû
ôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ ñòðàòèôèêàöèè ëåãêîãî ãàçà✱ òàê è óñëîâèÿ â
ðåàëèñòè÷íîé ïîñòàíîâêå ñ ó÷åòîì îäíîâðåìåííîé ðàáîòû íåñêîëüêèõ ñèñòåì
áåçîïàñíîñòè✳ ➶ñå ýêñïåðèìåíòû ñîïðîâîæäàþòñÿ ðàñ÷åòíî✲àíàëèòè÷åñêèìè
èññëåäîâàíèÿìè✳ ➶ ➮➪Ð➚Ý Ð➚❮ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷ àíà✲
ëèçà ➶➪ ðàçðàáàòûâàåòñÿ ïðîãðàììíîå ñðåäñòâî íà îñíîâå èííîâàöèîííûõ
ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ äåòàëüíûõ ìíîãîìåðíûõ è ìóëüòèôèçè÷íûõ ìîäå✲
ëåé ïåðåíîñà è ôîðìèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîæàðî✲
âçðûâîîïàñíûõ êîíöåíòðàöèé✳ ➶ å➻ îñíîâå ëåæèò èçâåñòíàÿ ìåòîäèêà ✃➚✲
➪➚Ð➴ ❬✶❪✱ êîòîðàÿ â îòëè÷èå îò ïîëóýìïèðè÷åñêèõ ïîäõîäîâ✱ èñïîëüçóåìûõ
â ñîâðåìåííûõ èíæåíåðíûõ êîäàõ✱ íå èìååò íàñòðîå÷íûõ ïàðàìåòðîâ✱ è✱ â
ñëåäñòâèè ÷åãî✱ îáëàäàåò ïîâûøåííîé ïðåäñêàçàòåëüíîé ñèëîé â ÷àñòè ìîäå✲
ëèðîâàíèÿ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé â ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñðåäàõ íà ñåòêàõ ñ
íåïîëíûì ðàçðåøåíèåì ñïåêòðà òóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé✳ ➶ íàñòîÿùåì äî✲
êëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âåðèôèêàöèè ìåòîäèêè ✃➚➪➚Ð➴ íà ýêñïå✲
ðèìåíòàõ ✭èç ïðîåêòîâ ❍❨▼❊❘❊❙✱ ❍❨▼❊❘❊❙✲✷✮ ïî èññëåäîâàíèþ ïðîöåññîâ

✶✺✷
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ðàçðóøåíèÿ ñòðàòèôèêàöèè ëåãêîãî ãàçà ïîä âîçäåéñòâèåì ñâîáîäíîé è äèô✲
ôóçíîé ✭ðàññåÿííîé íà ïðåïÿòñòâèè✮ ñòðóé ãîðÿ÷åãî ïàðà✱ è ïåðåìåøèâàíèÿ
ãàçà ïîä âîçäåéñòâèåì ñèñòåì áåçîïàñíîñòè ✭êîíäåíñàòîð✱ ðåêîìáèíàòîð✮✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➹îëîâèçíèí➶✳❒✳✱ ➬àéöåâ❒✳➚✳✱ ✃àðàáàñîâÑ✳➚✳✱ ✃îðîòêèí➮✳➚✳ ❮îâûå
àëãîðèòìû âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè äëÿ ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû✲
÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñîâ✳ ❒✳✿ ➮çäàòåëüñòâî ❒îñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà✱
✷✵✶✸✳

✶✺✸
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✃➚➪➚Ð➴

➹îëîâèçíèí ➶àñèëèé ❒èõàéëîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ❣♦❧❅✐❜r❛❡✳❛❝✳r✉

Ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

➘ëÿ îäíîìåðíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ðàññìîòðåíû âñå âîçìîæ✲
íûå ðàçíîñòíûå ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè íà êîìïàêòíûõ âû÷èñ✲
ëèòåëüíûõ øàáëîíàõ✳ Òàêèõ ñõåì îêàçàëîñü ✶✷✻✳ ➶ èõ ÷èñëî âõîäÿò âñå èçâåñò✲
íûå ñõåìû êàê ÿâíûå✱ òàê è íåÿâíûå✱ è✱ êðîìå òîãî✱ áîëüøîå ÷èñëî ðàíåå íåèñ✲
ñëåäîâàííûõ ñõåì✳ ➘ëÿ âñåõ ñõåì ïîñòðîåíû äèññèïàòèâíûå è äèñïåðñèîííûå
ïîâåðõíîñòè êàê ôóíêöèè ÷èñëà ✃óðàíòà è ïðèâåäåííîãî âîëíîâîãî ÷èñëà✳
Ýòè ãðàôè÷åñêèå ìàòåðèàëû âìåñòå ñ ò✳í✳ ➽ïàñïîðòàìè➾ ðàçíîñòíûõ ñõåì ñî✲
ñòàâèëè ñîäåðæàíèå ➽àòëàñà äèñïåðñèîííûõ è äèññèïàòèâíûõ ñâîéñòâ➾✱ îïóá✲
ëèêîâàííîãî â âèäå ó÷åáíî ✕ ìåòîäè÷åñêîãî ïîñîáèÿ ❬✶❪✱ êîòîðîå ìîæíî íàéòè
â èíòåðíåòå ïî ññûëêå ❤tt♣✿✴✴❧✐♠✳❝s✳♠s✉✳r✉✳

➮ç ïðåäñòàâëåííûõ òàì ìàòåðèàëîâ ñëåäóåò✱ ÷òî ñðåäè ÿâíûõ ðàçíîñòíûõ
ñõåì íàèëó÷øèìè õàðàêòåðèñòèêàìè îáëàäàåò ñõåìà ✃➚➪➚Ð➴✱ ïðåäëîæåííàÿ
â ðàáîòå ➹îëîâèçíèíà ➶✳❒✳ è Ñàìàðñêîãî ➚✳➚✳ â ✶✾✾✽ ãîäó✳ ➶ ïîñëåäóþùèå äâà✲
äöàòü ëåò ýòà ñõåìà áûëà îáîáùåíà íà íåëèíåéíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
â ñëó÷àå ìíîãèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è èõ ñèñòåìû✱ âêëþ÷àþùèå
óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè ñ ó÷åòîì ñîïóòñòâóþùèõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ✳
Ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò äîñòàòî÷íî ïîëíî ïðåäñòàâëåíû â ìîíîãðàôèè ❬✷❪✳

➘îêëàä ïîñâÿùåí îáçîðó äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ñõåìû ✃➚➪➚Ð➴ è îïûòó
åå èñïîëüçîâàíèÿ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ çà ïîñëåäíèå ïÿòü ëåò✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➹îëîâèçíèí➶✳❒✳ Ñîëîâüåâ➚✳➶✳ ➘èñïåðñèîííûå è äèññèïàòèâíûå õà✲
ðàêòåðèñòèêè ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà✱ ✷✵✶✽✳

✷✳ ➹îëîâèçíèí➶✳❒✳✱ ➬àéöåâ❒✳➚✳✱ ✃àðàáàñîâÑ✳➚✳✱ ✃îðîòêèí➮✳➚✳ ❮îâûå
àëãîðèòìû âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè äëÿ ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû✲
÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì✳ ✷✵✶✸✱ ìåñòî èçäàíèÿ ➮çäàòåëüñòâî ❒îñêîâñêîãî
óíèâåðñèòåòà✱ ❒îñêâà✱ ✹✻✼ ñ✳

✶✺✹



Ñåêöèÿ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

❮îâûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ íà ñôåðå â

ïðèáëèæåíèè ìåëêîé îäû íà îñíîâå óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ

ìîìåíòà èìïóëüñà

➹îëîâèçíèí ➶àñèëèé ❒èõàéëîâè÷✶

➬àëåñíûé ➶ëàäèìèð ➪îðèñîâè÷✷

Ñîëîâüåâ ➚íäðåé ➶àëåðüåâè÷✸

✶✿ ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð✱ ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✷✿ ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð✱ âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ➮➶❒ Ð➚❮

✸✿ ê✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ➮➪Ð➚Ý Ð➚❮

❊✲♠❛✐❧✿ ❣♦❧❅✐❜r❛❡✳❛❝✳r✉✱ ③❛❧❡s♥②❅✐♥♠✳r❛s✳r✉✱ s♦❧♦✈❥❡✈❅✐❜r❛❡✳❛❝✳r✉

Òðàäèöèîííî✱ ðàçíîñòíûå ñõåìû✱ èñïîëüçóåìûå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷å✲
íèé íà íåîäíîðîäíîé âðàùàþùåéñÿ ñåòêå â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû✱ ñòðî✲
ÿòñÿ✱ èñõîäÿ èç ñèñòåìû çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ✱ âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ çàêîí ñîõðà✲
íåíèÿ èìïóëüñà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò✳ Ïðè ýòîì
äëÿ îáëàñòåé âáëèçè ïîëþñîâ ýòîé ñèñòåìû âîçíèêàþò îñîáåííîñòè✱ òðåáóþ✲
ùèå îñîáûõ óñèëèé äëÿ ñîõðàíåíèÿ òî÷íîñòè ðàñ÷åòà✳ ➚âòîðàìè ïðåäëîæåí
íîâûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ íà ñôåðå✱ çàïèñàííûé â òðåõìåðíîé
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ìî✲
ìåíòà èìïóëüñà✳

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì çàïèñàí â âèäå êîíå÷íî✲îáúåìíîé
äèôôåðåíöèàëüíî✲ðàçíîñòíîé ñõåìû íà ïðîèçâîëüíîé êðèâîóãîëüíîé
ãåîäåçè÷åñêîé ñåòêå íà ñôåðå✱ â êîòîðîé íå êîíêðåòèçèðîâàí ìåòîä ïîëó÷å✲
íèÿ ïîòîêîâ íà ãðàíÿõ ÿ÷ååê è ñïîñîá èíòåãðèðîâàíèÿ î âðåìåíè✳ Ïðèâåäåíû
ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïîòîêîâ âäîëü îòðåçêîâ ãåîäåçè÷åñêîé ñåòêè✱
ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû✱ âõîäÿùèå â ýòè ôîðìóëû✱ âû÷èñëåíû òî÷íî✳ Ñõåìà
ó÷èòûâàåò ñèëó ✃îðèîëèññà è✱ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ìåòîäå ïîëó÷åíèÿ
ïîòîêîâ✱ ÿâëÿåòñÿ õîðîøî ñáàëàíñèðîâàííîé✳ ❮åñìîòðÿ íà íà÷àëüíóþ çà✲
ïèñü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå✱ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé è ñâîáîäíà îò
îñîáåííîñòåé â ðàéîíå ïîëþñîâ✳

➘ëÿ çàìûêàíèÿ ñõåìû àâòîðû ïðèìåíèëè ìåòîä ✃àáàðå✱ îáëàäàþùèé ìè✲
íèìàëüíûì âû÷èñëèòåëüíûì øàáëîíîì è èìåþùèì õîðîøèå àïïðîêñèìàöè✲
îííûå✱ äèññèïàöèîííûå è äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà✳ ❒åòîä îòíîñèòñÿ ê êëàññó
áàëàíñíî✲õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ✱ â êîòîðûõ ïåðåìåííûå íà ãðàíÿõ ÿ÷å✲
åê ðàññ÷èòûâàþòñÿ èñõîäÿ èç õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ✱ à ïåðåìåííûå â
ÿ÷åéêàõ ✲ íà îñíîâå êîíñåðâàòèâíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ✳ Ïðèâåäåíû îñíîâíûå
ïîëîæåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû è ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ✱ ïîäòâåðæäàþ✲
ùèõ âûñîêîå êà÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ✳

✶✺✺



Ñåêöèÿ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

❰ïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè äîñòèæåíèÿ ❚❤✶✲❚❤✷ ðàâíîâåñèÿ â

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ëå÷åíèÿ àëëåðãèè

➹ðèãîðåíêî ❮èêîëàé ❐åîíòüåâè÷✶

Õàéëîâ ➴âãåíèé ❮èêîëàåâè÷✷

➹ðèãîðüåâà Ýëëèíà ➶àëåðüåâíà✸

✶✿ ä✳ô✳ ✕ ì✳í✳✱ ïðîôåññîð✱ ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✷✿ ê✳ô✳ ✕ ì✳í✳✱ äîöåíò✱ ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✸✿ ê✳ô✳ ✕ ì✳í✳✱ ïðîôåññîð✱ Òåõàññêèé æåíñêèé óíèâåðñèòåò✱ ➘àëëàñ✱ Òåõàñ✱ ÑØ➚

❊✲♠❛✐❧✿ ❣r✐❣♦r❅❝s✳♠s✉✳s✉✱ ❦❤❛✐❧♦✈❅❝s✳♠s✉✳s✉✱ ❡❣r✐❣♦r✐❡✈❛❅t✇✉✳❡❞✉

❰äíîé èç îïðåäåëÿþùèõ õàðàêòåðèñòèê ñîâðåìåííîãî ìèðà ÿâëÿåòñÿ óâå✲
ëè÷åíèå èììóííûõ íàðóøåíèé è îòñóòñòâèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ëå÷åíèÿ✱ èëè
èõ íåâîñïðèèì÷èâîñòü ê óæå ñóùåñòâóþùèì ñïîñîáàì ëå÷åíèÿ✳ ➚ëëåðãèÿ ÿâ✲
ëÿåòñÿ îäíèì èç ïðèìåðîâ òàêèõ íàðóøåíèé✳ ➹ëàâíàÿ öåëü íàñòîÿùåãî èññëå✲
äîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñîçäàíèè àäåêâàòíûõ óïðàâëÿåìûõ ìîäåëåé✱ îïèñûâà✲
þùèõ ðàçëè÷íûå âèäû àëëåðãèè✱ è íàõîæäåíèè ñ èõ ïîìîùüþ ýôôåêòèâíûõ
ñïîñîáîâ åå ëå÷åíèÿ✳ ❰íî ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ✱ ïðåäñòàâëåííûå â ❬✶❪✳

➶ îñíîâå íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ëåæèò ñëåäóþùàÿ íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✿




N ′(t) = α− θ1N(t)A(t)T1(t) (1 + µ2T2(t))
−1

−θ2N(t)A(t)T2(t)−N(t),

T ′
1(t) = ρθ1N(t)A(t)T1(t) (1 + µ2T2(t))

−1 − T1(t),
T ′
2(t) = ρθ2N(t)A(t)T2(t) (1 + µ2T2(t))

× (1 + µ1T1(t) + µ2T2(t))
−1 − T2(t),

A′(t) = ω − A(t) (T1(t) + T2(t)) ,
N(0) = N0 ≥ 0, T1(0) = T 0

1 ≥ 0, T2(0) = T 0
2 ≥ 0, A(0) = A0 ≥ 0,

(1)

êîòîðóþ ìû ðàññìàòðèâàåì íà çàäàííîì îòðåçêå [0, T ]✳ ❰íà îïèñûâàåò âçà✲
èìîäåéñòâèå ìåæäó êîíöåíòðàöèÿìè íàèâíûõ ❚✲õåëïåðíûõ êëåòîê (N)✱ ❚✲
õåëïåðíûõ êëåòîê ✶ òèïà èëè ❚❤✶✲êëåòîê (T1)✱ ❚✲õåëïåðíûõ êëåòîê ✷ òèïà èëè
❚❤✷✲êëåòîê (T2)✱ è àëëåðãè÷åñêèõ êëåòîê (A)✳ ➶çàèìîäåéñòâèå èìåííî ìåæäó
ýòèìè òèïàìè êëåòîê îáóñëàâëèâàåò ïðîòåêàíèå àëëåðãèè✳ ➶ ýòîé ñèñòåìå α✱
ρ✱ ω✱ θ1✱ θ2✱ µ1✱ µ2 ✲ çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû✳ Ïðè÷åì✱ âåëè÷èíû
µ1✱ θ1 è µ2✱ θ2 ñâÿçàíû ñ óðîâíÿìè ðîñòà ❚❤✶✲ è ❚❤✷✲êëåòîê✱ ñîîòâåòñòâåííî✳

➶î âðåìÿ àëëåðãèè ❚❤✷✲êëåòêè äîìèíèðóþò íàä ❚❤✶✲êëåòêàìè✱ òî åñòü
T2(t) > T1(t)✳ ➶ûçäîðîâëåíèå æå îçíà÷àåò ïåðåõîä ýòèõ òèïîâ êëåòîê èç
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå ❚❤✶✲❚❤✷ ðàâíîâåñèÿ ìåæäó íèìè✱ êîãäà
T2(t) ≈ T1(t)✳ Òàêîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ñ ïîìî✲
ùüþ ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ àíòèàëëåðãåííûõ òåðàïèé✱ êîòîðûå îêàçûâàþò
íà ❚❤✶✲ è ❚❤✷✲êëåòêè ñëåäóþùèå âîçäåéñòâèÿ✿

✶✺✻



Ñåêöèÿ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

(i) ïîäàâëÿþò äåëåíèå ❚❤✷✲êëåòîê✱ ÷òî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ èõ êîí✲
öåíòðàöèè❀

(ii) ñòèìóëèðóþò äåëåíèå ❚❤✶✲êëåòîê✱ ÷òî âåäåò ê óâåëè÷åíèþ èõ êîíöåí✲
òðàöèè✳

➶ ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì✱ ââåäåì â ñèñòåìó ✭✶✮ óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè u(t)
è v(t)✱ êîòîðûå îòðàæàþò ýôôåêò îò âîçäåéñòâèÿ àíòèàëëåðãåííûõ òåðàïèé✳
Ýòè óïðàâëåíèÿ ïîä÷èíåíû îãðàíè÷åíèÿì✿

0 ≤ u(t) ≤ umax < 1, 0 ≤ v(t) ≤ vmax < 1, t ∈ [0, T ]. (2)

Óïðàâëåíèÿ u(t) è v(t) ñâÿçàíû ñ àíòèàëëåðãåííûìè òåðàïèÿìè✱ îáåñïå÷èâà✲
þùèìè ñîîòâåòñòâóþùèå âîçäåéñòâèÿ (i) è (ii)✳

➶ ðåçóëüòàòå✱ ïîëó÷àåì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó âèäà✿




N ′(t) = α− θ1(1 + v(t))N(t)A(t)T1(t) (1 + µ2(1− u(t))T2(t))
−1

−θ2(1− u(t))N(t)A(t)T2(t)−N(t),

T ′
1(t) = ρθ1(1 + v(t))N(t)A(t)T1(t) (1 + µ2(1− u(t))T2(t))

−1 − T1(t),
T ′
2(t) = ρθ2(1− u(t))N(t)A(t)T2(t) (1 + µ2(1− u(t))T2(t))

× (1 + µ1(1 + v(t))T1(t) + µ2(1− u(t))T2(t))
−1 − T2(t),

A′(t) = ω − A(t) (T1(t) + T2(t)) ,
N(0) = N0 ≥ 0, T1(0) = T 0

1 ≥ 0, T2(0) = T 0
2 ≥ 0, A(0) = A0 ≥ 0.

(3)

➘ëÿ ñèñòåìû ✭✸✮ ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà✿

J(u, v) = 0.5

T∫

0

(T2(t)− T1(t))
2 dt+ 0.5

T∫

0

(
au2(t) + bv2(t)

)
dt, (4)

â êîòîðîì íåîòðèöàòåëüíûå âåëè÷èíû a è b ÿâëÿþòñÿ âåñîâûìè êîýôôèöè✲
åíòàìè✳ ❰í ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âçâåøåííóþ ñóììó äâóõ ñëàãàåìûõ✳ Ïåðâîå
ñëàãàåìîå îòðàæàåò ñîñòîÿíèå ❚❤✶✲❚❤✷ ðàâíîâåñèÿ✱ à âòîðîå ñëàãàåìîå çàäà✲
åò îáùóþ ñòîèìîñòü ïðîâîäèìûõ àíòèàëëåðãåííûõ òåðàïèé✳

➘ëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà çàäà÷è ✭✹✮ èñïîëüçóåòñÿ ïðîãðàììíàÿ ñðåäà
✏❇❖❈❖P✲✷✳✵✳✺✑✳ ➘ëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé
ñèñòåìû ✭✸✮✱ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèÿ èç ✭✷✮✱ è âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ
èç ✭✹✮ â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñëåííûõ ðàñ✲
÷åòîâ✱ à òàêæå äàí èõ ïîäðîáíûé àíàëèç✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➹ðèãîðåíêî❮✳❐✳✱ ➹ðèãîðüåâàÝ✳➶✳✱ Õàéëîâ➴✳❮✳ Óïðàâëÿåìûå ìîäåëè
ëå÷åíèÿ àëëåðãèè ✴✴ ❒àòåðèàëû ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ✏❰ï✲
òèìàëüíîå óïðàâëåíèå è äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû✑✱ ïîñâÿùåííîé ✶✶✵✲
ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ❐✳Ñ✳Ïîíòðÿãèíà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ✱ ✷✵✶✽✱ Ñ✳ ✶✶✽
✲ ✶✷✶✳

✶✺✼



Ñåêöèÿ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

Ðàñïðåäåëåíèå òåïëîâûõ õàðàêòåðèñòèê â îäíîìåðíîì

äèñêðåòíîì ìàòåðèàëå

➹óçåâ ❒èõàèë ➚ëåêñàäðîâè÷✶

◗✐ ❈❤❡♥❣③❤✐ ✷

✶✿ ➮íñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ➘➶❰ Ð➚❮✱ ➶ëàäèâîñòîê✱ Ðîññèÿ

✷✿ ❇❡✐❥✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈✐✈✐❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❇❡✐❥✐♥❣✱ ❈❤✐♥❛

❊✲♠❛✐❧✿ ❣✉③❡✈❅✐❛♠✳❞✈♦✳r✉

➶ ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ìàòåðèàëå ñ ó÷åòîì åãî
âíóòðåííåé ñòðóêòóðû✳ Ïàðàìåòðèçàöèÿ ìèêðîñòðóêòóðû âûïîëíåíà â ðàì✲
êàõ äèñêðåòíîé îäíîìåðíîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö✳ Òàêàÿ ïîñòà✲
íîâêà çàäà÷è òèïè÷íà ïðè èññëåäîâàíèè òåïëîâûõ ïðîöåññîâ ❬✶❪✳

Ðàññìîòðåíà ìîäåëü✱ â êîòîðîé âçàèìîäåéñòâèå ó÷èòûâàåòñÿ ìåæäó ñîñåä✲
íèìè ÷àñòèöàìè✱ è ñîîòâåòñòâóþùèé ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì✱ ÷òî
ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ìîäåëè✳ Ïîêàçàíî✱ ÷òî ñïåê✲
òðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè áàçèñíîé ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé✱ îïèñûâàþ✲
ùèõ ñìåùåíèå ÷àñòèö✱ âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç ïîëèíîìû ×åáûøåâà✳ Ïîñòðîåííîå
ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî ÷åðåç ôóíêöèè ➪åññåëÿ è îáîáùàåò
ðåøåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö
❬✷❪✳ Ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ â òåðìè✲
íàõ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ❐àïëàñà✳

❒åðîé òåìïåðàòóðû ÿâëÿåòñÿ ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö✱ äëÿ
âû÷èñëåíèÿ êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ ïîñòðîåííîå âûøå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå✳
Ñîîòâåòñòâóþùåå óñðåäíåíèå ýíåðãèè âûïîëíåíî ïî íà÷àëüíîìó ñìåùåíèÿì
è ñêîðîñòÿì ÷àñòèö ïðè óñëîâèè✱ ÷òî îíè ïîä÷èíÿþòñÿ ïðèíöèïó ➪îëüöìàíà✳
Ïîëó÷åíà îáùàÿ ôîðìóëà äëÿ òåìïåðàòóðû â çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàòû ðàñ✲
ñìàòðèâàåìîé ÷àñòèöû✳ Ïîêàçàíî✱ ÷òî íåîäíîðîäíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïå✲
ðàòóðû✱ îïðåäåëÿåìàÿ ðàñïîëîæåíèåì ÷àñòèö✱ ïàðàìåòðèçóåòñÿ ÷åðåç íîìåð
ôóíêöèè ➪åññåëÿ✳ Ïðè áîëüøîì ÷èñëå ýëåìåíòîâ ñèñòåìû âû÷èñëåíà àñèìï✲
òîòèêà òåìïåðàòóðû✱ êîòîðàÿ â âåäóùåì ïîðÿäêå íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû
÷àñòèö✱ è ïîâåäåíèå ïî âðåìåíè äàåòñÿ ôóíêöèåé ➪åññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà✿
ýòî îçíà÷àåò✱ ÷òî ðàñïðåäåëåíèå òåïëà îäíîðîäíî â ìàòåðèàëå ✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ❇❡✐❥✐♥❣
❍✐❣❤✲❝❛❧✐❜❡r ❚❛❧❡♥t ❢r♦♠ ❖✈❡rs❡❛s ✭❇❍❚✵ ✷✵✶✻✶✷✶✷✾✲❲❉✮✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ▲❡♣r✐ ❙✳✱ ▲✐✈✐ ❘✳✱ P♦❧✐t✐ ❆✳ ❚❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❧❛tt✐❝❡s ✴✴ P❤②s✳ ❘❡♣♦rts✳ ✷✵✵✸✳ ❱✳ ✸✼✼✳ P✳ ✶ ✕ ✽✵✳

✷✳ ❙❝❤r♦❞✐♥❣❡r✳ ❩✉r ❉②♥❛♠✐❦ ❡❧❛st✐s❝❤ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡r P✉♥❦ts②st❡♠❡ ✴✴ ❆♥♥❛❧❡♥
❞❡r P❤②s✐❦✳ ✶✾✶✹✳ ❱✳ ✸✹✾✳ P✳ ✾✶✻✕✾✸✹✳

✶✺✽



Ñåêöèÿ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

✃îìïîçèöèîííûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåì

➹óçåâ ❒èõàèë ➚ëåêñàäðîâè÷✱ Öèöèàøâèëè ➹óðàìè Øàëâîâè÷

❊✲♠❛✐❧✿ ❣✉③❡✈❅✐❛♠✳❞✈♦✳r✉✱ ❣✉r❛♠❅✐❛♠✳❞✈♦✳r✉

➮íñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ➘➶❰ Ð➚❮✱ ➶ëàäèâîñòîê✱ Ðîññèÿ

➶ äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ïîâåäåíèÿ ñèñòåì
îáúåêòîâ ðàçíûõ òèïîâ✱ à òàêæå ïîäõîäû èçâëå÷åíèÿ ïîëåçíîé èíôîðìàöèè
èç ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ î ïîâåäåíèè ýòèõ ñèñòåì✳

➶ êà÷åñòâå ìîäåëüíîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ âûáîð ñòðàòåãèè çàùèòû
ñåòåâîé ãðóïïû òåë✳ Ïåðâàÿ ñòðàòåãèÿ îñíîâàíà íà èíäèâèäóàëüíîé îõðàíå
êàæäîãî òåëà✱ âòîðàÿ ïðåäïîëàãàåò èíòåãðàëüíóþ çàùèòó ñåòè✳ Ïîêàçàíî✱ ÷òî
âî âòîðîì ñëó÷àå îòíîøåíèå ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà àïïàðàòîâ✱ íåîáõîäèìûõ
äëÿ îáíàðóæåíèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïîñòîðîííåãî îáúåêòà✱ ê ÷èñëó àï✲
ïàðàòîâ✱ èñïîëüçóåìûõ â ïåðâîé ñòðàòåãèè✱ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî êîðíþ
êâàäðàòíîìó èç êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ñåòåâîé ñòðóêòóðû✳

❒åòîäû îáðàáîòêè èíôîðìàöèè ïðåäñòàâëåíû ïðè îïðåäåëåíèè àêóñòè÷å✲
ñêè àêòèâíîé çîíû â ãîðíîé âûðàáîòêå ïî íàáëþäåíèÿì çà çâóêîâûìè ñèãíà✲
ëàìè✳ Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì îñíîâàí íà òåîðèè ãðàôîâ✱ âåðøèíû êîòîðîãî
ñîîòâåòñòâóþò îáúåêòàì✱ à ðåáðà ââîäÿòñÿ✱ åñëè ➽ðàññòîÿíèå➾ ìåæäó îáúåê✲
òàìè ïðåâûøàþò íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå✳ ➶ ïîñòðîåííîì ãðàôå âû✲
äåëÿþòñÿ ñâÿçíûå êîìïîíåíòû✱ õàðàêòåðèçóþùèå ïðèíàäëåæíîñòü ðàññìàò✲
ðèâàåìûõ ñîáûòèé àêóñòè÷åñêîé ýìèññèè ê êëàñòåðó✳ ➶ êà÷åñòâå èñõîäíûõ
äàííûõ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ êëàñòåðîâ èñïîëüçóåòñÿ ìàññèâ ñåéñìîàêóñòè÷å✲
ñêèõ ñîáûòèé✳ ➚ïðîáàöèÿ ðàññìîòðåííîãî àëãîðèòìà â ñîñòàâå àâòîìàòèçèðî✲
âàííîé ñèñòåìû ãåîìåõàíè÷åñêîãî ìîíèòîðèíãà äëÿ äåéñòâóþùèõ ðóäíèêîâ
äàëüíåâîñòî÷íîãî ðåãèîíà ïîêàçàëà èõ ýôôåêòèâíîñòü äëÿ âûÿâëåíèÿ ïîòåí✲
öèàëüíî óäàðîîïàñíûõ ó÷àñòêîâ ãîðíîãî ìàññèâà✳

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ïðåçèäèóìà ➘➶❰ Ð➚❮✱ ïðîãðàììà ➽➘àëüíèé
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❒îäåëèðîâàíèå òå÷åíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñî

ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ ñ ïîìîùüþ ìåòîäèêè ✃➚➪➚Ð➴

➹óùèí ➶àëåòèí ➚íàòîëüåâè÷✶

✃îíäàêîâ ➶àñèëèé ➹àâðèëüåâè÷✷
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✷✿ ê✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ➮íñòèòóò ïðîáëåì áåçîïàñíîãî ðàçâèòèÿ àòîìíîé ýíåðãåòèãèêè Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❊✲♠❛✐❧✿ ❣✉s❤❝❤✐♥❅✐❝❛❞✳♦r❣✳r✉✱❦♦♥❞❛❦♦✈❅✐❜r❛❡✳❛❝✳r✉

➶ ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ òå÷åíèé ñî ñâîáîäíîé
ïîâåðõíîñòüþ â äâóìåðíîì ïðèáëèæåíèè✳ ➘ëÿ ìîäåëè íåñæèìàåìîé ñðåäû
ïðåäñòàâëåíà êîíå÷íî✲ðàçíîñòíàÿ ñõåìà íà îñíîâå ìåòîäèêè ✃➚➪➚Ð➴ íà ñìå✲
øàííîé ëàãðàíæåâî✲ýéëåðîâîé ñåòêå✳ Ïðåîáðàçîâàíèå✱ ïðåâðàùàþùåå ñåòêó
â îðòîãîíàëüíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ îáëàñòü✱ òàêîâî✱ ÷òî ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè
óçëû íåïîäâèæíû✱ à èçìåíåíèå óçëîâ ïðîèñõîäèò âäîëü âåðòèêàëüíûõ ãðàíåé✱
òàêèì îáðàçîì✱ ÷òî ñåòêà ïî âåðòèêàëüíîé îñè îñòàåòñÿ ðàâíîìåðíîé✳ Ðàñ✲
ñìàòðèâàþòñÿ òåñòîâûå ïðèìåðû îñöèëëÿöèé â ñòàêàíå✱ âçàèìîäåéñòâèÿ ïàðû
âèõðåé ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ✱ à òàêæå âçàèìîäåéñòâèÿ ïîòîêà ñðåäû ñ
âåðòèêàëüíîé òâåðäîé ñòåíêîé ✭óíäóëÿðíàÿ áîðà✮✳ ➘ëÿ çàäà÷è ñ îñöèëëÿöèÿ✲
ìè â ñòàêàíå ðåøåíèå ñðàâíèâàåòñÿ ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì✱ ïîëó÷åííûì
â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèé ❮àâüå✲Ñòîêñà✳ ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû
çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèÿ ïàðû âèõðåé ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ è óíäóëÿðíîé
áîðû ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ïîëó÷åííûìè ïî ìåòîäó ❒➴Ð➚❮➷ ✭ìîíî✲
òîííàÿ ÿâíàÿ êîíå÷íî✲ðàçíîñòíàÿ ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè✱ èìåþùàÿ
ìèíèìàëüíóþ ñõåìíóþ âÿçêîñòü è äèñïåðñèþ✮✳ Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿ✲
åòñÿ ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè
âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ è èññëåäîâàíèå ñ
èõ ïîìîùüþ êàê ñòàöèîíàðíûõ✱ òàê è íåñòàöèîíàðíûõ âîëíîâûõ äâèæåíèé
æèäêîñòè✳
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➚äàïòèâíîå óòî÷íåíèå íèæíåé ãðàíèöû ñïåêòðà îïåðàòîðà

â ÷åáûøåâñêèõ èòåðàöèÿõ

➷óêîâ ➶èêòîð Òèìîôååâè÷✱ Ôåîäîðèòîâà ❰ëüãà ➪îðèñîâíà✱

❮îâèêîâà ❮àòàëèÿ ➘ìèòðèåâíà
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ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé✳ ❮àñ èíòåðåñóþò ñèñòå✲
ìû óðàâíåíèé✱ âîçíèêàþùèå ïðè ñåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
ñàìîñîïðÿæåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✳ ➘ëÿ òàêèõ
çàäà÷ ÷åáûøåâñêèé ìåòîä ìîæåò áûòü êîíêóðåíòíîñïîñîáíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ
äðóãèìè èçâåñòíûìè ìåòîäàìè✱ îñîáåííî ïðè ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè✳ ➶ êà✲
÷åñòâå íåäîñòàòêà ÷åáûøåâñêîãî ìåòîäà íàçûâàþò íåîáõîäèìîñòü àïðèîðíîãî
çàäàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ãðàíèö ñåòî÷íîãî îïåðàòîðà✳ ➶åðõíÿÿ ãðàíèöà ñïåê✲
òðà ìîæåò áûòü îöåíåíà ïî èçâåñòíîé òåîðåìå ➹åðøãîðèíà✱ íî îöåíêà íèæíåé
ãðàíèöû ñïåêòðà â îáùåì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò✳ Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïîçâîëÿ✲
åò îöåíèâàòü íèæíþþ ãðàíèöó îïåðàòîðà ✭ìàòðèöû✮ â ïðîöåññå ñïåöèàëüíî
îðãàíèçîâàííûõ èòåðàöèé â ðàìêàõ ñòàíäàðòíîãî ÷åáûøåâñêîãî ìåòîäà✳ Ðàñ✲
÷åòû ïîêàçûâàþò✱ ÷òî òàêàÿ àäàïòèâíàÿ ïðîöåäóðà îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü
èòåðàöèé ñ âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè✱ áëèçêèìè ê çàòðàòàì ÷åáûøåâñêîãî
ìåòîäà ñ çàäàíèåì òî÷íûõ ãðàíèöû ñïåêòðà✳ ➮çëîæèì ïðèíöèï àäàïòàöèè íà
ïðèìåðå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Au = f, ãäå u✱ f ✕ èñêîìûé è çàäàí✲
íûé âåêòîðû ñîîòâåòñòâåííî✱ A ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé ïîëîæèòåëüíî✲
îïðåäåëåííîé n× n ✕ ìàòðèöåé✱ åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ✭ñïåêòð✮ λ ïîëîæè✲
òåëüíû è ëåæàò íà îòðåçêå [λmin;λmax] âåùåñòâåííîé îñè✱ 0 < λmin < λmax✳
✃ëàññè÷åñêèé äâóõñëîéíûé èòåðàöèîííûé ìåòîä ×åáûøåâà ìîæåò áûòü çà✲
ïèñàí êàê

yj = yj−1 − ωj(A · yj−1 − f), j = 1, ..., p (1)

ñ óïîðÿäî÷èâàíèåì èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ ωj äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷è✲
âîñòè❀ çäåñü y0 ✲ çàäàííîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå✳ ×èñëî èòåðàöèé p íàõî✲
äèòñÿ èç óñëîâèÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè ïî êðèòåðèþ ||rp|| < ε||r0||✱
ãäå r0 = f ✱ rp = f − A · yp ✕ íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ íåâÿçêè✳ ❰öåíêà äëÿ
p = p(ε, λmin/λmax) èçâåñòíà✱ ñì✳❬✶❪✳ ❰ïåðàòîð ïåðåõîäà Fp(A) ìåòîäà ✭✶✮ îïðå✲
äåëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ×åáûøåâà Fp(λ) íà èíòåðâàëå [λmin;λmax]
ñ íîðìèðîâêîé Fp(0) = 1✳

Ñîãëàñíî ❬✶✱ ñ✳✸✷✽❪ äëÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ñ íåòî÷íûì çàäàíèåì ãðàíèö
ñïåêòðà íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èìååò âèä λmax < λ∗max + λ∗min.
➘ëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ ïðè ïîñòðîåíèè ïðîöåäóðû àäàïòàöèè áóäåì
ïðåäïîëàãàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé λmin ≤ λ∗min < λmax ≤ λ∗max.

✶✻✶



Ñåêöèÿ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

Ýòèì íåðàâåíñòâàì óäîâëåòâîðÿþò îöåíêà λ∗max✱ ïîëó÷àåìàÿ ïî òåîðå✲
ìå ➹åðøãîðèíà✱ è íà÷àëüíàÿ îöåíêà λ∗min â âèäå îòíîøåíèÿ Ðýëåÿ λ∗min =
A(v, v)/(v, v)✳ ❮îâîå çíà÷åíèå λ∗min íàéäåì✱ çàäàâ ñóùåñòâåííî ìåíüøóþ òî÷✲
íîñòü ε1 << ε = εtot✳ Ñ çàäàííûìè λ∗max, λ

∗
min, ε1 ïðèìåíèì àëãîðèòì ✭✶✮ è

ïîëó÷èì îòíîøåíèå δ = ||rp||/||r0|| äëÿ íîðì êîíå÷íîé è íà÷àëüíîé íåâÿçîê
rp, r0✳ ➴ñëè δ > ε1✱ òîãäà îöåíêó λ∗min ìîæíî óòî÷íèòü✱ âçÿâ íîâîå λ∗min êàê
êîðåíü óðàâíåíèé Fp(λ) = δ✱ ëåæàùèé íà ëåâîé ãèïåðáîëè÷åñêîé âåòâè ìíîãî✲
÷ëåíà✳ ➴ñëè òî÷íîñòü εtot íå äîñòèãíóòà✱ òî íîâûé øàã àäàïòàöèè âûïîëíÿåòñÿ
ñ λ∗max, ε1 è íîâûì λ

∗
min ✳ ➴ñëè íà øàãå àäàïòàöèè k > 1 ïîëó÷åííàÿ òî÷íîñòü

δ = δk ≤ ε1✱ òî ìû âûïîëíÿåì ñëåäóþùèé øàã ëèáî áåç èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé
λ∗min, λ

∗
max, ε1✱ ëèáî èçìåíÿåì òî÷íîñòü ε1✱ âçÿâ ε1 = εtot/(δ1 ∗ ... ∗ δk)✳ Òî åñòü✱

åñëè óñëîâèå δk ≤ ε1 äîñòèãíóòî✱ òî îöåíêà ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíè✲
åì òî÷íîé ãðàíèöû✱ ïîýòîìó òî÷íîñòü εtot áóäåò ïðè íîâûõ âõîäíûõ äàííûõ
äîñòèãíóòà íà ñëåäóþùåì øàãå àäàïòàöèè✳ ➶ ðàñ÷åòàõ îáû÷íî λ∗min óñòàíàâ✲
ëèâàåòñÿ áûñòðî✳ ➬àìåòèì✱ ÷òî ïðîöåäóðà àäàïòàöèè ✕ ýòî ñòåïåííîé ìåòîä✱
ïðèìåíåííûé ê ìíîãî÷ëåíó Fp(A) ñ p = p(ε1, λ

∗
min/λ

∗
max)✳ Óñïåõ àäàïòàöèè

îáåñïå÷èâàåò ñëåäóþùåå âàæíîå ñâîéñòâî îïòèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáû✲
øåâà✿ ñîãëàñíî ❬✷❪ âíå îòðåçêà îïòèìàëüíîñòè òàêèå ìíîãî÷ëåíû îáëàäàþò
â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðîòèâîïîëîæíûì ýêñòðåìàëüíûì ñâîéñòâîì✱ à èìåííî
ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà ñòåïåíè p óêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ ìàêñèìàëüíî âíå îòðåçêà
îïòèìàëüíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåìè ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè p✱ óäîâëåòâîðÿ✲
þùèìè òîé æå íîðìèðîâêå✳

➚äàïòèâíûé ÷åáûøåâñêèé ìåòîä ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íå òîëüêî êàê ñàìî✲
ñòîÿòåëüíûé àëãîðèòì✱ íî è êàê îñíîâíîé àëãîðèòìè÷åñêèé ýëåìåíò✱ âñòðàè✲
âàåìûé â ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä✳ ➚äàïòàöèÿ ïðîèñõîäèò åñòåñòâåííûì îáðàçîì
â õîäå ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå àäàïòèâíûé ìåòîä ìîæåò ñëó✲
æèòü äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íà ñàìîé ãðóáîé ñåòêå✱ à òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ
êàê ñãëàæèâàòåëü✱ äëÿ êîòîðîãî â õîäå ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé àäàïòèâíî
óòî÷íÿåòñÿ ãðàíèöà✱ ðàçäåëÿþùàÿ ñïåêòð ìàòðèöû íà äâå ãðóïïû✱ îòâå÷à✲
þùèå ðàçäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâà ñåòî÷íûõ ôóíêöèé íà ãëàäêèå è íåãëàäêèå
ôóíêöèè✳ ➘åòàëè àëãîðèòìà è ïðèìåðû åãî ïðèìåíåíèÿ ïðèâåäåíû â ❬✸❪✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé ✭ïðîåêò ➑ ✶✾✲✵✶✲✵✵✻✼✵✮✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ Ñàìàðñêèé ➚✳➚✳✱ ❮èêîëàåâ ➴✳Ñ✳ ❒åòîäû ðåøåíèÿ ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé✳
❒✳✿ ❮àóêà✱ ✶✾✼✽✳

✷✳ Ñóåòèí Ï✳✃✳ ✃ëàññè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû✳ ❒✳✿ Ôèçìàòëèò✱
✷✵✵✺✳

✸✳ ➷óêîâ ➶✳Ò✳✱ ❮îâèêîâà ❮✳➘✳✱ Ôåîäîðèòîâà ❰✳➪✳ ➚äàïòèâíûé ÷åáûøåâ✲
ñêèé èòåðàöèîííûé ìåòîä ✴✴ ❒àòåì✳ ìîäåëèðîâàíèå✳ ✷✵✶✽✳ Ò✳ ✸✵✱ ➑✶✵✳
Ñ✳ ✻✼ ✕ ✽✺✳

✶✻✷
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❒àòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ãèäðîäèíàìèêè îêåàíà

➬àëåñíûé ➶ëàäèìèð ➪îðèñîâè÷✶

➹óñåâ ➚íàòîëèé ➶ëàäèìèðîâè÷✷

❒îøîíêèí Ñåðãåé ❮èêîëàåâè÷✸

Ñåìåíîâ ➴âãåíèé ➶àñèëüåâè÷✹

✶✿ ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ â✳í✳ñ✳✱ ➮íñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè èì✳ ➹✳➮✳❒àð÷óêà Ð➚❮✱

Ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ
✷✿ ê✳ô✳✲ì✳í✳✱ ñ✳í✳ñ✳✱ ➮íñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè èì✳ ➹✳➮✳❒àð÷óêà Ð➚❮✱

➮íñòèòóò îêåàíîëîãèè èì✳ Ï✳Ï✳Øèðøîâà Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✸✿ ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ ñ✳í✳ñ✳✱ ➮íñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè èì✳ ➹✳➮✳❒àð÷óêà Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ
✹✿ ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ ã✳í✳ñ✳✱ ➮íñòèòóò îêåàíîëîãèè èì✳ Ï✳Ï✳Øèðøîâà Ð➚❮✱

Ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❊✲♠❛✐❧✿ ✈③❛❧❡s♥②❅②❛♥❞❡①✳r✉✱ ❛♥❛t♦❧②✳✈✳❣✉s❡✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱

❛t❛r❡①♠❅❤✐♠❦✐✳♥❡t✱ ♦❝❡❛♥♠♦❞❅②❛♥❞❡①✳r✉

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ãèäðîäèíàìèêè
îêåàíîâ è ìîðåé✳ ❒àòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îáùåé öèðêóëÿöèè îêåàíà ôîðìóëè✲
ðóþòñÿ â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ â òîíêîì ñëîå âðàùàþùåéñÿ òð➻õìåðíîé
îáëàñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ✱ â ïðèáëèæåíèÿõ ãèäðîñòàòèêè è ➪óññè✲
íåñêà✳

×èñëåííûå àëãîðèòìû îñíîâàíû íà ìåòîäå ìíîãîêîìïîíåíòíîãî ðàñùåï✲
ëåíèÿ è èìåþò ãèáêóþ✱ èåðàðõè÷åñêè ðàçâèâàåìóþ ìîäóëüíóþ ñòðóêòóðó✳
❰ñíîâíûì ✏öèêëîì✑ ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëåíèå ñëîæíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïî
ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì íà ðÿä ýíåðãåòè÷åñêè ñáàëàíñèðîâàííûõ ïîäñèñòåì✳
✃àæäàÿ îòäåëüíàÿ ïîäñèñòåìà ìîæåò ïîâòîðíî ðàñùåïëÿòüñÿ íà ïîäñèñòåìû
áîëåå ïðîñòîé ñòðóêòóðû✳ ➹ëóáèíà ïîâòîðíûõ ðàñùåïëåíèé ìîæåò âêëþ÷àòü
íåñêîëüêî óðîâíåé âïëîòü äî âûäåëåíèÿ çàäà÷✱ îïèñûâàåìûõ îáûêíîâåííûìè
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è ïðîñòåéøèìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ✳ ❮à îòäåëüíûõ ýòàïàõ ðàñùåïëåíèÿ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàç✲
ëè÷íûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû è òî÷íûå ðåøåíèÿ✳

❮àðÿäó ñ ðåøåíèåì ïðÿìûõ ïðîãíîñòè÷åñêèõ çàäà÷ ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ
ìîæåò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ✹✲õ ìåðíîé âàðèàöè✲
îííîé àññèìèëÿöèè äàííûõ íàáëþäåíèé✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå êàæäîé îòäåëüíîé
ïîäñèñòåìå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå å➻ ñîïðÿæ➻ííûé àíàëîã✱ êîòîðûé ðåøàåò✲
ñÿ â îáðàòíîì âðåìåíè✳ Ñîïðÿæ➻ííàÿ ìîäåëü îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì
íàáîðîì ðàñùåïë➻ííûõ ñîïðÿæ➻ííûõ ïîäñèñòåì✳ Ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà èë✲
ëþñòðèðóåòñÿ íà ðåøåíèè çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè ❒èðîâîãî îêåàíà è ×➻ðíîãî
ìîðÿ✳

✶✻✸



Ñåêöèÿ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

❒îäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ

íåóñòîé÷èâîñòåé â çàäà÷àõ ôèçèêè âûñîêèõ ïëîòíîñòåé

ýíåðãèè

➬ìèòðåíêî ❮èêîëàé ➶àñèëüåâè÷✱ ✃ó÷óãîâ Ïàâåë ➚ëåêñàíäðîâè÷✱

❐àäîíêèíà ❒àðèíà ➴âãåíüåâíà✱ Òèøêèí ➶ëàäèìèð Ô➻äîðîâè÷

❊✲♠❛✐❧✿ ③♠✐tr❡♥❦♦❅✐♠❛♠♦❞✳r✉✱ ♣❦✉❝❤✉❣♦✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱

❧❛❞♦♥❦✐♥❛❅✐♠❛♠♦❞✳r✉✱ ✈✳❢✳t✐s❤❦✐♥❅♠❛✐❧✳r✉

➮íñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì✳ ❒✳➶✳✃åëäûøà Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱
Ðîññèÿ

❰äíîé èç àêòóàëüíûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ ëàçåðíûé
òåðìîÿäåðíûé ñèíòåç ✭❐ÒÑ✮✱ ÿâëÿþùèéñÿ ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì ðàç✲
âèòèÿ ýëåêòðîýíåðãåòèêè✱ â ðåçóëüòàòå îñóùåñòâëåíèÿ êîòîðîãî îæèäàåòñÿ
âûäåëåíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ýíåðãèè✳ ❮àèáîëåå ìîùíîé äåéñòâóþùåé íà
ñåãîäíÿøíèé äåíü óñòàíîâêîé✱ íàöåëåííîé íà ðåàëèçàöèþ äàííîãî ïîäõîäà✱
ÿâëÿåòñÿ ◆■❋ ✭◆❛t✐♦♥❛❧ ■❣♥✐t✐♦♥ ❋❛❝✐❧✐t②✱ ❯❙❆✮✳ Óñòàíîâêà ïðîåêòèðîâàëàñü êàê
äîñòàòî÷íàÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ ✏çàæèãàíèÿ✑ ìèøåíè✱ ò✳å✳ âûäåëåíèÿ â íåé òåð✲
ìîÿäåðíîé ýíåðãèè ïðåâîñõîäÿùåé èëè✱ ïî êðàéíåé ìåðå✱ ñðàâíèìîé ñ âëîæåí✲
íîé â íå➻ èçâíå ëàçåðíîé ýíåðãèåé✳ ❰äíàêî✱ êàê èçâåñòíî✱ îæèäàåìîãî òåðìî✲
ÿäåðíîãî âûõîäà ïîêà íå äîñòèãíóòî✱ è îñíîâíîé ïðè÷èíîé ýòèõ íåóäà÷ íàçû✲
âàåòñÿ ðàçâèòèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ íåóñòîé÷èâîñòåé✱ íàðóøàþùèõ ñèììåò✲
ðèþ ñæàòèÿ ñôåðè÷åñêèõ òåðìîÿäåðíûõ êàïñóë è ãîðåíèÿ òîïëèâà✳ ➶ ñâÿçè
ñ ýòèì îñîáóþ âàæíîñòü ïðèîáðåòàåò çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè äèíàìèêè ðîñòà
ðàçëè÷íûõ âîçìóùåíèé â óêàçàííûõ âûøå óñëîâèÿõ è ïîèñêå âîçìîæíîñòåé
èõ ïîäàâëåíèÿ✳

Òå÷åíèÿ✱ âîçíèêàþùèå â óïîìÿíóòûõ âûøå çàäà÷àõ✱ îáëàäàþò ðÿäîì îñî✲
áåííîñòåé✳ ✃àê ïðàâèëî✱ â íèõ íå íàáëþäàåòñÿ ïåðåõîäà ê ïåðåìåøèâàíèþ â
øèðîêîì äèàïàçîíå âîëíîâûõ âåêòîðîâ â ñèëó ñêîðîòå÷íîñòè ïðîòåêàþùèõ
ïðîöåññîâ✱ ÷òî ïîçâîëÿåò ïðè èõ ìîäåëèðîâàíèè íå èñïîëüçîâàòü ìîäåëè òóð✲
áóëåíòíîñòè èëè ïîäñåòî÷íûå ìîäåëè✱ ïîñòðîåíèå êîòîðûõ â óêàçàííûõ óñëî✲
âèÿõ çàòðóäíèòåëüíî✳

❰áùàÿ ïðîáëåìàòèêà òàêîãî ðîäà çàäà÷ ðàññìîòðåíà âî ìíîãèõ ðàáîòàõ
àâòîðîâ✱ ïîñâÿù➻ííûõ îäíîìåðíûì è ìíîãîìåðíûì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ðàñ✲
÷➻òàì ❬✶✲✸❪✳ ➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçâè✲
òèÿ ðàçëè÷íûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ íåóñòîé÷èâîñòåé â ✷❉ è ✸❉ ïîñòàíîâêàõ
âñëåäñòâèå âîçäåéñòâèÿ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ✱ ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ÷èñ✲
ëåííîãî êîäà ◆❯❚✸❉ ❬✶❪✱ à òàêæå îáñóæäàåòñÿ äèíàìèêà ðîñòà ðàçëè÷íûõ
âîçìóùåíèé✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ Òèøêèí➶✳Ô✳✱❮èêèøèí➶✳➶✳✱Ïîïîâ➮✳➶✳ è äð✳ Ðàçíîñòíûå ñõåìû òð➻õ✲
ìåðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè äëÿ çàäà÷è î ðàçâèòèè íåóñòîé÷èâîñòè

✶✻✹
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Ðèõòìàéåðà✕❒åøêîâà✴✴ ❒àòåì✳ ìîäåëèðîâàíèå✳ ✶✾✾✺✳ Ò✳ ✼✱ ✺✳ Ñ✳ ✶✺ ✕ ✷✺✳

✷✳ ➪åëüêîâÑ✳➚✳✱ ➪îíäàðåíêîÑ✳➶✳✱ ➶åðãóíîâà➹✳➚✳ è äð✳ ➶ëèÿíèå ïðîñòðàí✲
ñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòè íàãðåâà íà ñæàòèå è ãîðåíèå òåðìîÿäåðíîé ìè✲
øåíè ïðè ïðÿìîì ìíîãîïó÷êîâîì îáëó÷åíèè ëàçåðíûì èìïóëüñîì ìåãà✲
äæîóëüíîãî óðîâíÿ✴✴ ➷ÝÒÔ✳ ✷✵✶✼✳ Ò✳ ✶✺✶✱ ✷✳ Ñ✳ ✸✾✻ ✕ ✹✵✽✳

✸✳ ●✉s✬❦♦✈ ❙✳❨✉✳✱❉❡♠❝❤❡♥❦♦◆✳◆✳✱ ❩♠✐tr❡♥❦♦◆✳❱✳ ❡t ❛❧✳ ❊✛❡❝t ♦❢ ♠✐①✐♥❣ ❛t
t❤❡ ❢✉❡❧✲❛❜❧❛t♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦♥ t❤❡ ❜✉r♥✐♥❣ ♦❢ ✐♥❡rt✐❛❧ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❢✉s✐♦♥ t❛r❣❡ts
✉♣♦♥ ❞✐r❡❝t ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❣❛❥✉♦❧❡ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡✴✴ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘✉ss✐❛♥
▲❛s❡r ❘❡s❡❛r❝❤✳ ✷✵✶✼✳ ❱✳ ✸✽✱ ✷✳ P✳ ✶✼✸ ✕ ✶✽✹✳

✶✻✺
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❒åòîä äåêîìïîçèöèè â äèíàìè÷åñêèõ êîíòàêòíûõ çàäà÷àõ

ìíîãèõ òåë

✃àðàâàåâ ➚ëåêñàíäð Ñåðãååâè÷✱ ✃îïûñîâ Ñåðãåé Ïåòðîâè÷

àñïèðàíò✱ ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ❦❛r❛✈❛❡✈✲❛❧❡①❛♥❞❡r❅②❛♥❞❡①✳r✉✱ s✳❦♦♣②s♦✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

Ôàêóëüòåò ➮❒➮ÒèÔ Óä➹Ó✱ ➮æåâñê✱ Ðîññèÿ

➶ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è êîíòàêòíîãî âçàèìîäåé✲
ñòâèÿ äâóõ è áîëåå äåôîðìèðóåìûõ òåë â óñëîâèÿõ îäíîñòîðîííåãî êîíòàêòà✳
➮ññëåäóåòñÿ ìåòîä äåêîìïîçèöèè îáëàñòè äëÿ äèñêðåòíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷
ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà✳

Õàðàêòåðíûì äëÿ ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè ñ ðàçäåëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì
êîíòàêòèðóþùèõ òåë ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå åñòåñòâåííîé êîíòàêòíîé ãðàíèöû
ìåæäó âçàèìîäåéñòâóþùèìè òåëàìè â êà÷åñòâå ÷èñëåííîãî èíòåðôåéñà ïðè
äåêîìïîçèöèè îáëàñòè✱ à òàêæå èòåðàöèîííûé õàðàêòåð àëãîðèòìîâ✳

➮òåðàöèîííûé ïðîöåññ îðãàíèçóåòñÿ òàê✱ ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè ïðè
ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ êîíòàêòèðóþùèõ ïîäîáëàñòåé íà ãðàíèöå ñîïðÿ✲
æåíèÿ ïîî÷åðåäíî ñòàâÿòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ✱ âûáîð êîòîðûõ îïðåäåëÿåò åãî
ïðèíàäëåæíîñòü ê îäíîìó èç âàðèàíòîâ àëüòåðíèðóþùåãî ìåòîäà Øâàðöà✿
➘èðèõëå✲❮åéìàí✱ ❮åéìàí✲❮åéìàí✱ Ðîáèí✲Ðîáèí✳

➶ ðàáîòå ❐èîíñà ❬✶❪ îáîñíîâàíî îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Øâàðöà
íà íåïåðåêðûâàþùèåñÿ ïîäîáëàñòè✳ ❮à êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà
ðåøàåòñÿ îäíà è òà æå ñèñòåìà óðàâíåíèé â êàæäîé ïîäîáëàñòè ñî ñìåøàííû✲
ìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè✱ ÷òî ïîçâîëÿåò áîëåå ñèììåòðè÷íî îáðàáàòûâàòü
êàê ïîäîáëàñòè ❝ îáùèìè ãðàíèöàìè✱ òàê è âîçìîæíûå âíóòðåííèå ðàçáèåíèÿ
êàæäîé èç íèõ✳

Ðàíåå â ñåðèè ðàáîò Öâèê ❐✳➪✳ ❬✷❪ ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå àëãîðèòìàØâàð✲
öà íà ñëó÷àé íåïåðåêðûâàþùèõñÿ ïîäîáëàñòåé â âèäå àëãîðèòìà✱ íàçâàííîãî
ìåòîäîì ïîî÷åðåäíûõ ñîïðÿæåíèé ïðè ðàññìîòðåíèè êîíòàêòèðóþùèõ òåë✳

➮çâåñòíûå àâòîðàì ðàáîòû ïî ïðèìåíåíèþ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäèôèêà✲
öèè àëãîðèòìà Øâàðöà îòíîñÿòñÿ ê ñòàòè÷åñêèì çàäà÷àì î êîíòàêòèðóþùèõ
äâóõ èëè íåñêîëüêèõ òåë ñ èçâåñòíîé êîíòàêòíîé ãðàíèöåé✳

➶ äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì äåêîìïîçèöèè äëÿ äèíàìè÷å✲
ñêèõ êîíòàêòíûõ çàäà÷✱ îáúåäèíÿþùèé â çîíå êîíòàêòà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
➘èðèõëå è ❮åéìàíà✳ ➘ëÿ êàæäîãî êîíòàêòèðóþùåãî òåëà âûïîëíÿåòñÿ ñèì✲
ìåòðè÷íàÿ ðåëàêñàöèîííàÿ ïðîöåäóðà äëÿ ñëåäà✱ èñïîëüçóåìîãî ïðè ïîñòà✲
íîâêå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè✳

➘ëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ôîðìóëèðóåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä✱ êî✲
òîðûé îáúåäèíÿåò íåçàâèñèìóþ êîíå÷íî✲ýëåìåíòíóþ äèñêðåòèçàöèþ ïðî✲
ñòðàíñòâà êîíòàêòèðóþùèõ òåë è ìîäèôèêàöèþ êîíå÷íî✲ðàçíîñòíîé ñõåìû
❍✐❧❜❡r✲❍✉❣❤❡s✲❚❛②❧♦r✲α ✭❍❍❚✲α✮ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ñ ïåðåðàñ✲
ïðåäåëåíèåì ìàòðèöû ìàññ íà ãðàíèöå îáëàñòè êîíòàêòà✳ Ðàçäåëèâ ìíîæåñòâî

✶✻✻
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ðàñ÷åòíûõ óçëîâ ñåòêè êàæäîãî òåëà è âåêòîðà íåèçâåñòíûõ ïåðåìåùåíèé U

íà âíóòðåííèå ✭èíäåêñ ✑I✑✮ è ïðèíàäëåæàùèå îáëàñòè êîíòàêòà ✭èíäåêñ ✑C✑✮
ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ✱çàïèøåì

[
1

β∆t2

(
M

(k)
II 0
0 0

)
+ (1 + α)

(
K

(k)
II K

(k)
IC

K
(k)
CI K

(k)
CC

)]

2m+1

t+∆t(
U

(k)
I

U
(k)
C

)

2m+1

=

= (1 + α)

t+∆t(
P

(k)
I

0

)
+ (1 + α)

t+∆t(
0

R
(k)
C

)

2m+1

+

t(
H

(k)
I

H
(k)
C

)
, ✭✶✽✮

çäåñü k ✕ íîìåð òåëà✱ 2m + 1 ✕ íîìåð èòåðàöèè✱ ∆t ✕ øàã ïî âðåìåíè✱ α✱ β
✕ ïàðàìåòðû ñõåìû ❍❍❚✲α✱ M(k)

II ✕ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ìàññ âíóòðåííèõ

óçëîâ✱ K(k)
ii ✕ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè✱ P(k)

I ✕ âåêòîð âíåøíèõ

íàãðóçîê✱
t(
H

(k)
I ,H

(k)
C

)T
✕ âåêòîð äèíàìè÷åñêèõ ñèë✱ âû÷èñëåííûõ íà ïðåäû✲

äóùåì âðåìåííîì øàãå ∆t✳
➘ëÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ îäíîé èç îñîáåííîñòåé ñõåìû ✭✶✽✮ ÿâëÿåòñÿ òî✱ ÷òî

óçëû íà ãðàíèöå êîíòàêòà òàêæå èìåþò ñâîþ ñîáñòâåííóþ èíåðöèþ✱ ÷òî ïðè✲
âîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè äàæå äëÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñõåì✳

➮ñïîëüçóÿ ââåäåííîå ðàíåå óïîðÿäî÷èâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà ✭✶✽✮
è ñ÷èòàÿ✱ ÷òî ïîñëåäíèå óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò íîðìàëüíûì êîìïîíåíòàì
âåêòîðà ïåðåìåùåíèé íà ãðàíèöå êîíòàêòà✱ ïðåäñòàâèì ìîäèôèöèðîâàííóþ
ìàòðèöó ìàññ â âèäå äèàãîíàëüíîé✱ à ïåðåðàñïðåäåëåíèå ìàññ îáåñïå÷èì îá✲
íóëåíèåì ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ìàññ äëÿ êîíòàêòèðóþùèõ óçëîâ✳

Ïðèìåíèìîñòü àëãîðèòìà èëëþñòðèðóåòñÿ òåñòîâûìè ÷èñëåííûìè ðåøå✲
íèÿìè òðåõìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ êîíòàêòíûõ çàäà÷ äëÿ íåñêîëüêèõ äåôîð✲
ìèðóåìûõ òåë íà íåñîãëàñîâàííûõ ñåòêàõ✳ ➮ññëåäîâàëèñü ñîóäàðåíèÿ ñèñòåìû
òðåõ è ïÿòè òåë ñôåðè÷åñêîé ôîðìû ïðè ìíîãîêîíòàêòíîì è ïàðíîì âçàèìî✲
äåéñòâèè✳ Ðàññìàòðèâàëîñü ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäàð✲
íîãî âîçäåéñòâèÿ íà ãîëîâó ïðè ÷åðåïíî✲ìîçãîâûõ òðàâìàõ✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔ➮ ïî ãðàíòó ◆ ✶✼✲✵✶✲✵✵✹✵✷✲❛✳
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ▲✐♦♥s P✳ ▲✳ ❖♥ t❤❡ ❙❝❤✇❛r③ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ■■■✿ ❛ ✈❛r✐❛♥t ❢♦r
♥♦♥♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✴✴ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❚❤✐r❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❉♦♠❛✐♥ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❊q✉❛t✐♦♥s✱ ❍♦✉st♦♥✱ ❚❡①❛s✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✲✷✷✱ ✶✾✽✾✱ P❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✱ P❆✱ ✶✾✾✵✳
❙■❆▼✱ P✳ ✷✵✷✕✷✷✸✳

✷✳ Öâèê❐✳➪✳ Ïðèíöèï ïîî÷åðåäíîñòè â çàäà÷àõ î ñîïðÿæåíèè è êîíòàêòå
òâåðäûõ äåôîðìèðóåìûõ òåë ✴✴ Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà✳ ✶✾✽✵✳ Ò✳ ✶✻✱ ◆ ✶✳
Ñ✳ ✶✸ ✕ ✶✽✳

✶✻✼
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Ðàñ÷åò âíåøíåé áàëëèñòèêè îñåñèììåòðè÷íûõ òåë ñ

ó÷åòîì óãëà àòàêè â ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè

✃îçëèòèí ➮âàí ➚ëåêñååâè÷✱ ➷óêîâ ➶èêòîð Òèìîôååâè÷✱

Ôåîäîðèòîâà ❰ëüãà ➪îðèñîâíà✱ ✃ðàñíîâ ❒èõàèë ❒èõàéëîâè÷

❊✲♠❛✐❧✿ ✐♦❛♥♥❦♦③❧✐t✐♥❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱ ③❤✉❦♦✈❅❦✐❛♠✳r✉✱ ❢❡♦❞♦r❅❦✐❛♠✳r✉✱

❦♠♠❅❦✐❛♠✳r✉

➮Ï❒ èì✳ ❒✳➶✳ ✃åëäûøà Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❰äíîé èç îñíîâíûõ òåíäåíöèé â ðàçâèòèè ñîâðåìåííûõ îðóæåéíûõ ñè✲
ñòåì ÿâëÿåòñÿ ïîâñåìåñòíîå âíåäðåíèå öèôðîâûõ áàëëèñòè÷åñêèõ âû÷èñëè✲
òåëåé ✭Ö➪➶✮ â ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ îãíåì✳ ❰ñíîâíîé çàäà÷åé ðàçðàáîò÷èêà
Ö➪➶ ÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå åãî ðàáîòû â ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè ñ òðå✲
áóåìîé òî÷íîñòüþ✳ Ýòî íàêëàäûâàåò ñåðüåçíûå îãðàíè÷åíèÿ íà òðóäîåìêîñòü
àëãîðèòìîâ✱ ðåàëèçîâàííûõ â Ö➪➶✳

Ïîëíîòà îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ òåëà â ïîëåòå äîñòèãàåòñÿ ðåøåíèåì ïîëíîé
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âíåøíåé áàëëèñòèêè✱ ãäå ëåòÿùåå òå✲
ëî õàðàêòåðèçóåòñÿ ✻ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ✭✻❉❖❋ ✲ ìîäåëèðîâàíèå✮✿ ✸ ïðîñòðàí✲
ñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè è ✸ óãëàìè✳ ❰äíàêî✱ äëÿ ðàñ÷åòà áàëëèñòè÷åñêèõ
ïîïðàâîê â ðåàëüíîì âðåìåíè ýòîò ìåòîä èçëèøíå òðóäîåìîê✱ ïîñêîëüêó äëÿ
äåòàëüíîãî îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ òåëà â ïîëåòå òðåáóåòñÿ ìàëûé øàã èíòåãðè✲
ðîâàíèÿ✳ ➘ðóãàÿ ñëîæíîñòü✱ êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè ðåàëèçàöèè ýòîãî ïîäõîäà
✕ íåîáõîäèìîñòü çíàíèÿ âñåõ ñèë è ìîìåíòîâ✱ äåéñòâóþùèõ íà ëåòÿùåå òåëî✳

➚ëüòåðíàòèâîé ✻❉❖❋✲ìîäåëèðîâàíèþ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå áîëåå ïðî✲
ñòûõ ìîäåëåé✱ êîòîðûå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äàþò òî÷íîñòü âïîëíå äîñòàòî÷íóþ
äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷✱ îáëàäàÿ ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî ìåíüøåé òðó✲
äîåìêîñòüþ ✭áîëåå ÷åì íà ïîðÿäîê✮✳ Ïðîñòåéøåé èç òàêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ
äâóìåðíàÿ áàëëèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ✭P♦✐♥t✲▼❛ss ♠♦❞❡❧✮✳ Òî÷íîñòè ýòîé ìîäå✲
ëè âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ ðàñ÷åòà áàëëèñòèêè ñòðåëêîâîãî îðóæèÿ✳ Ïðîìå✲
æóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó äâóìåðíîé ìîäåëüþ è ìîäåëÿìè ñ ✻ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû çàíèìàþò ìîäåëè ñ ✹ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ✭✹❉❖❋✮✳ ➶ íèõ íàðÿäó ñ êî✲
îðäèíàòàìè öåíòðà ìàññ ëåòÿùåãî òåëà ó÷èòûâàåòñÿ óãîë àòàêè ✕ óãîë ìåæäó
îñüþ ñèììåòðèè ëåòÿùåãî òåëà è íàáåãàþùèì ïîòîêîì âîçäóõà✳ ➶ ðàìêàõ
✹❉❖❋✲ìîäåëèðîâàíèÿ ìîæíî ó÷åñòü âñå îñíîâíûå ýôôåêòû✱ ñâÿçàííûå ñ âðà✲
ùåíèåì òåëà â ïîëåòå✳ Ïðè ýòîì òðóäîåìêîñòü ìîäåëè ñóùåñòâåííî íèæå✱ ÷åì
ïðè ✻❉❖❋✲ìîäåëèðîâàíèè✱ à ÷èñëî ïàðàìåòðîâ ✕ ìåíüøå✱ ÷òî îáëåã÷àåò èõ
ïîäáîð✳

Ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû ✹❉❖❋✲ìîäåëè ìîãóò ïîäáèðàòüñÿ êàê íà îñíîâå
ñðàâíåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè✱ òàê è íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ àýðî✲
äèíàìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ✳

Òàêèå ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåõìåðíîãî îáòå✲
êàíèÿ òåëà âÿçêèì òåïëîïðîâîäíûì ãàçîì✱ ò✳å✳ ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

✶✻✽
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❮àâüå✲Ñòîêñà✱ äîïîëíåííàÿ ìîäåëüþ òóðáóëåíòíîñòè✱ òàê äëÿ îñíîâíîé ÷à✲
ñòè òðàåêòîðèè ïîëåòà õàðàêòåðíîå ÷èñëî Ðåéíîëüäñà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèì✳ ❮à îñíîâàíèè òàêèõ ðàñ÷åòîâ ñîñòàâëÿþòñÿ òàáëèöû àýðîäèíàìè✲
÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ✭ïîëíàÿ àýðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà è êðóòÿùèé ìîìåíò✱
äåéñòâóþùèå íà îáúåêò✮ ïðè âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ ✭ñêîðîñòü✱ óãîë àòàêè✮ â
çàäàííûõ äèàïàçîíàõ✳ Òàêèå ðàñ÷åòû òðåáóþò èñïîëüçîâàíèÿ êîìáèíèðîâàí✲
íûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê✱ ñîñòîÿùèõ èç äâóõ ÷àñòåé✿ ïðèçìàòè÷åñêî✲
ãî ñëîÿ âáëèçè îáòåêàåìîé ïîâåðõíîñòè è ïðîèçâîëüíîé ìíîãîãðàííîé ñåòêè
ïðè óäàëåíèè îò ïîâåðõíîñòè✳ ➶ îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â îêðåñòíîñòè
ïîâåðõíîñòè è â ìåñòàõ ðåçêîãî èçìåíåíèÿ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè äåëàåòñÿ
ñïåöèàëüíîå ïðèæàòèå è ñãóùåíèå ÿ÷ååê ñåòêè✳

Ñîñòàâëåíèå äåòàëüíûõ òàáëèö àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òðåáó✲
åò âûñîêîòî÷íîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è✱ êàê ïðàâèëî✱ âûïîëíÿåòñÿ íà
ñóïåðêîìïüþòåðå â ïàðàëëåëüíîì ðåæèìå✳ Ðàñ÷åòû âûïîëíÿþòñÿ ñ èñïîëüçî✲
âàíèåì ðåàëüíîé ãåîìåòðèè îáúåêòà è íàáîðà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ
êàëèáðîâêè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè✳ Ïðîñòåéøèé íàáîð äàííûõ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé òàáëèöó çíà÷åíèé ñêîðîñòè â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ✳ ➬íàÿ ïîòåðè
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè íà êàæäîì ó÷àñòêå ïîëåòà✱ ìîæíî îöåíèòü ñðåäíþþ
âåëè÷èíó ñèëû ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ íà êàæäîì ó÷àñòêå è ñðàâíèòü ñ ðàñ✲
ñ÷èòàííûìè çíà÷åíèÿìè✳ Òàêàÿ âàëèäàöèÿ íîñèò ïðåäâàðèòåëüíûé õàðàêòåð✱
äëÿ ïðîâåäåíèÿ äîêàçàòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íóæíû äåòàëüíûå íàòóðíûå
ýêñïåðèìåíòû✱ êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äîðîãîñòîÿùèìè✳

➬àìåòèì✱ ÷òî ìîäåëü ñ ÷åòûðüìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ìîæåò ñ óñïåõîì ïðè✲
ìåíÿòüñÿ êàê äëÿ ðàñ÷åòà áàëëèñòè÷åñêèõ ïîïðàâîê â ðåàëüíîì âðåìåíè â ñè✲
ëó åå ìàëîé òðóäîåìêîñòè✱ òàê è äëÿ âåðèôèêàöèè áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëåé ñ
✻ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ▼❝❈♦② ❘✳ ▲✳ ▼♦❞❡r♥ ❊①t❡r✐♦r ❇❛❧❧✐st✐❝s✿ ❚❤❡ ▲❛✉♥❝❤ ❛♥❞ ❋❧✐❣❤t ❉②♥❛♠✐❝s
♦❢ ❙②♠♠❡tr✐❝ Pr♦❥❡❝t✐❧❡s ✴✴ ❆t❣❧❡♥✱ P❆✿ ❙❝❤✐✛❡r P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ▲t❞✳✱ ✷✵✶✷✳ ✖
✸✷✽ ♣✳ ✖ ✭❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✫ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✮✳ ✖ ■❙❇◆ ✾✼✽✲✵✲✼✻✹✸✲✸✽✷✺✲✵✳

✷✳ ➹❰ÑÒ ➶ ✷✹✷✽✽✲✽✵✳ Ñíàðÿäû íåóïðàâëÿåìûå àðòèëëåðèéñêèå✱ ðåàêòèâ✲
íûå✱ àêòèâíî✲ðåàêòèâíûå✳ ❒åòîä ðàñ÷åòà òðàåêòîðèè ïîëåòà✳ ❒✳✿ ➮çäà✲
òåëüñòâî ñòàíäàðòîâ✱ ✶✾✽✵✱ ✺✺ñ✳

✸✳ ✃îçëèòèí ➮✳➚✳ Ïîëóýìïèðè÷åñêàÿ áàëëèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ ÷åòûðü✲
ìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ✴✴ Ýëåêòðîííûå èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû✱ ✷✵✶✽✱
➑✷✭✶✼✮✱ ñ✳ ✽✸✲✶✵✵✳

✶✻✾
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❮îâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû ÓÒÑ

✃îçëîâ ➚íäðåé ❮èêîëàåâè÷

ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ❛♥❞r❡②✲♥✲❦♦③❧♦✈❅♠❛✐❧✳r✉

➮íñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì✳ ❒✳➶✳✃åëäûøà✱ Ð➚❮✱
❒åõàíèêî✲❒àòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ❒➹Ó èì✳ ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱

❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

Ïðåäñòàâëåííûå èññëåäîâàíèÿ ìîãóò îïðåäåëèòü íîâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ
ïðîáëåìû óïðàâëÿåìîãî òåðìîÿäåðíîãî ñèíòåçà ✭ÓÒÑ✮✳ Ðå÷ü èäåò î ñîâìåñò✲
íîì èñïîëüçîâàíèè êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïëàçìåííîãî óñêîðèòåëÿ ✭✃ÑÏÓ✮ è
ðÿäà êîëüöåâûõ ïðîâîäíèêîâ ñ òîêîì✳ ➶ äàííîì ñëó÷àå ✃ÑÏÓ èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ãåíåðàöèè âûñîêîñêîðîñòíûõ ïîòîêîâ ïëîòíîé ïëàçìû✱ êîòîðàÿ èíæåê✲
òèðóåòñÿ â ñèñòåìó êîëüöåâûõ ïðîâîäíèêîâ ñ òîêîì✳ Ïðîñòåéøèå ïëàçìåííûå
óñêîðèòåëè ñîñòîÿò èç äâóõ êîàêñèàëüíûõ ýëåêòðîäîâ✱ ïîäêëþ÷åííûõ ê ýëåê✲
òðè÷åñêîé öåïè✳ ➚çèìóòàëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå ãåíåðèðóåòñÿ ýëåêòðè÷åñêèì
òîêîì✱ ïðîõîäÿùèì âäîëü âíóòðåííåãî ýëåêòðîäà✳ Ðàäèàëüíûé ïëàçìåííûé
òîê✱ ïðîòåêàþùèé ìåæäó ýëåêòðîäàìè✱ è àçèìóòàëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå✱ ïðåä✲
ñòàâëåííûå íà ðèñ✳ ✶✱ îáåñïå÷èâàþò óñêîðåíèå ïëàçìû áëàãîäàðÿ ñèëå ➚ìïåðà
[❥✱❍] /c✱ ãäå ❥ ✖ òîê â ïëàçìå✳ ➘îñòèæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñêîðîñòè íà âû✲
õîäå èç ✃ÑÏÓ îïðåäåëÿåò òåìïåðàòóðó â ìàãíèòíûõ ëîâóøêàõ✱ íåîáõîäèìóþ
äëÿ ïîñëåäóþùåé ðåàêöèè ñèíòåçà è ïðèìåðíî ðàâíóþ Tm = 10 êý➶ äëÿ ñìå✲
ñè äåéòåðèÿ è òðèòèÿ ✭❉✲❚✮✳ ❰öåíêè íåîáõîäèìîé ñêîðîñòè ïîòîêà ❉✲❚ ïëàç✲
ìû ïðèâîäÿò ê çíà÷åíèÿì ýíåðãèè èîíîâ εi = miVi

2/2 ≥ 3kBTm è ñêîðîñòè
Vi ≥ 108 ñì✴ñ✳ ❰ïðåäåëåíû óñëîâèÿ ❬✶❪✱ îáåñïå÷èâàþùèå ãåíåðàöèþ â ✃ÑÏÓ
âûñîêîñêîðîñòíûõ ïîòîêîâ ❉✲❚ ïëàçìû ñ ýíåðãèåé èîíîâ íà óðîâíå ✸✵ êý➶✳
❮à ðèñ✳ ✶ ñõåìàòè÷íî ïðåäñòàâëåíû òàêæå êîëüöåâûå ïðîâîäíèêè ñ òîêîì Jk✳
Ïðîâîäíèêè ðàñïîëîæåíû íà îïðåäåëåííîì óäàëåíèè äðóã îò äðóãà✱ îáðàçóÿ
÷åðåäóþùèåñÿ îáëàñòè ñ ñèëüíûì è ñëàáûì ìàãíèòíûì ïîëåì✳

➬àäà÷à âçàèìîäåéñòâèÿ ïîòîêà ïëàçìû ñ ìàãíèòíûì ïîëåì✱ ñîçäàâàåìûì
ðÿäîì êàòóøåê ❝ òîêîì✱ ðàññìîòðåíà íà îñíîâå ìîäåëè ðàäèàöèîííîé ìàãíèò✲
íîé ãàçîäèíàìèêè✳ ➘ëÿ îñåñèììåòðè÷íûõ òå÷åíèé èñïîëüçóåòñÿ âåêòîðíûé
ïîòåíöèàë A ìàãíèòíîãî ïîëÿ òàê✱ ÷òî H = rotA è divH = 0✳ Ïîñòàíîâêà
çàäà÷è â êàíàëå ✃ÑÏÓ ïðè íàëè÷èè ïðîäîëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ✱ ïðåäñòàâ✲
ëåíà â ❬✷❪✳ ➘ëÿ ó÷åòà ìàãíèòíîé âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè èñïîëüçóåòñÿ
ìåòîä ïîòîêîâîé ïðîãîíêè✳ ➚ëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïåðåíîñå
èçëó÷åíèÿ â ✸❉ ìîäåëè îñíîâàí íà ìåòîäå äëèííûõ õàðàêòåðèñòèê è èçëîæåí
â ❬✸❪✳ ➬íà÷åíèÿ àçèìóòàëüíîé êîìïîíåíòûAϕ íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè✱
ñîïðÿæåííîé ñ êàíàëîì óñêîðèòåëÿ✱ âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷è
î âàêóóìíîì ìàãíèòíîì ïîëå✱ ñîçäàâàåìîì ïðîâîäíèêàìè ñ òîêîì✳

×èñëåííîå èññëåäîâàíèå òå÷åíèé ïëàçìû✱ âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ ìàãíèò✲
íûì ïîëåì ðÿäà êîëüöåâûõ ïðîâîäíèêîâ ñ òîêîì✱ ïîêàçàëî ❬✹❪✱ ÷òî îáòåêàíèå

✶✼✵
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îáëàñòè ñèëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ èñõîäíîé ñòðóêòó✲
ðû òå÷åíèÿ✱ îòâå÷àþùåé êîíè÷åñêîé óäàðíîé âîëíå✱ ôîðìèðóþùåéñÿ íà âûõî✲
äå èç ✃ÑÏÓ✳ Óñòàíîâëåíî✱ ÷òî â îêðåñòíîñòè îñè ñèñòåìû îáðàçóþòñÿ îáëàñòè
ñ ëîêàëüíî âûñîêèìè çíà÷åíèÿìè òåìïåðàòóðû â ðåçóëüòàòå òðàíñôîðìàöèè
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â òåïëîâóþ ýíåðãèþ â ïðîöåññå îáòåêàíèÿ îáëàñòåé ñ
ñèëüíûì ìàãíèòíûì ïîëåì è ïîñëåäóþùåãî òîðìîæåíèÿ âñòðå÷íûõ ïîòîêîâ
íà îñè✳ ❮àáëþäàåòñÿ ïîýòàïíîå èëè êàñêàäíîå óâåëè÷åíèå çíà÷åíèé òåìïå✲
ðàòóðû â ìàãíèòíîì ïîëå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðÿäà êîëüöåâûõ ïðîâîäíèêîâ✳
➶ûÿâëåííûé ýôôåêò óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü ðàçðàáîòêè íîâîãî ïîäõîäà
ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû ÓÒÑ✳ ✃àñêàäíûé íàãðåâ ïëàçìû â ïîòîêå ñ òåðìîÿäåð✲
íûìè ïàðàìåòðàìè ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ äîñòàòî÷íî äëèííîãî ðÿäà êàòóøåê
ñ òîêîì ìîæåò îáåñïå÷èòü âûñîêóþ òåìïåðàòóðó✳ ❮îâûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò
ó÷åñòü ìíîãîîáðàçèå ïåðñïåêòèâíûõ ñõåì òåðìîÿäåðíûõ óñòàíîâîê✳

➮ññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ð❮Ô ✭ïðîåêò ➑ ✶✻✲✶✶✲✶✵✷✼✽✮✳
➮ëëþñòðàöèè

Ðèñ✳ ✻✿ Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ïëàçìåííîãî óñêîðèòåëÿ è ñèñòåìû êîëü✲
öåâûõ ïðîâîäíèêîâ ñ òîêîì✳
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✶✳ ❑♦③❧♦✈❆✳◆✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ✢♦✇s ✐♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs ✇✐t❤ t❤❡r♠♦♥✉❝❧❡❛r
♣❛r❛♠❡t❡rs ✴✴ P❧❛s♠❛ P❤②s✳ ❈♦♥tr♦❧✳ ❋✉s✐♦♥✳ ✷✵✶✼✳ ❱✳ ✺✾✱ ◆♦✳ ✶✶✱ ✶✶✺✵✵✹✳

✷✳ ❑♦③❧♦✈❆✳◆✳ ❇❛s✐s ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲st❡❛❞② ♣❧❛s♠❛ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r t❤❡♦r② ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✴✴ ❏✳ P❧❛s♠❛ P❤②s✳ ✷✵✵✽✳ ❱✳ ✼✹✱
◆♦✳ ✷✳ P✳ ✷✻✶ ✕ ✷✽✻✳

✸✳ ❑♦③❧♦✈❆✳◆✳✱ ❑♦♥♦✈❛❧♦✈❱✳ ❙✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞
r❛❞✐❛t✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ✴✴ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
✐♥ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ✷✵✶✼✳ ❱✳ ✺✶✳ P✳ ✶✻✾ ✕ ✶✼✾✳

✹✳ ❑♦③❧♦✈❆✳◆✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ❤✐❣❤✲✈❡❧♦❝✐t② ✢♦✇ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ❝♦✐❧s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ♣❧❛s♠❛ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ✴✴ P❧❛s♠❛ P❤②s✳ ❈♦♥tr♦❧✳ ❋✉s✐♦♥✳
✷✵✶✾✳ ❱✳ ✻✶✱ ◆♦✳ ✸✱ ✵✸✺✵✵✽✳
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❊❇❘ ñõåìû äëÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê è ïðèìåðû èõ

èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷

àýðîäèíàìèêè è àýðîàêóñòèêè

✃îçóáñêàÿ Òàòüÿíà ✃îíñòàíòèíîâíà

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ã✳í✳ñ✳
❊✲♠❛✐❧✿ ❦♦③✉❜s❦❛②❛❅✐♠❛♠♦❞✳r✉

➮Ï❒ èì✳ ❒✳➶✳✃åëäûøà Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

➘îêëàä íîñèò îáçîðíûé õàðàêòåð✳ ❰í ïîñâÿù➻í ðåáåðíî✲îðèåíòèðîâàííûì
❊❇❘ ❊❞❣❡ ❇❛s❡❞ ❘❡❝♦♥sr✉❝t✐♦♥✮ ñõåìàì ïîâûøåííîé òî÷íîñòè äëÿ ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ ❬✶❪✳ ➶ í➻ì áóäóò
ðàññìîòðåíû ìîäèôèêàöèè è ðàñøèðåíèÿ äàííûõ ñõåì✱ à òàêæå ïðèâåäåíû
ïðèìåðû èõ èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè çàäà÷ ïðèêëàäíîé àýðîäèíà✲
ìèêè è àýðîàêóñòèêè✳

❊❇❘ ñõåìû îáåñïå÷èâàþò ïîâûøåííóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ
òðàäèöèîííûìè êîíå÷íî✲îáú➻ìíûìè ñõåìàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè óìåðåííûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàòàõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäàìè ➽î÷åíü âûñîêîãî➾ ïîðÿä✲
êà ✭ò✳å✳ òðåòüåãî è âûøå ïîðÿäêà✮ òî÷íîñòè✳ ❰ñòàâàÿñü â ñåìåéñòâå ìåòîäîâ
âòîðîãî ïîðÿäêà â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê✱ ð➻áåðíî✲
îðèåíòèðîâàííûå ñõåìû îáëàäàþò ïðèìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâîì ïðåâðàùåíèÿ
â âûñîêîòî÷íûå àëãîðèòìû â ñìûñëå êîíå÷íî✲ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé íà
ðàâíîìåðíûõ ðåø➻ò÷àòûõ ñåòêàõ✱ ò✳å✳ ñåòêàõ✱ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ïå✲
ðåíîñà íà ëþáîå ðåáðî✳ Ýòî ñâîéñòâî ❊❇❘ ñõåì îáåñïå÷èâàåòñÿ áëàãîäàðÿ èñ✲
ïîëüçóåìîé èìè ðåêîíñòðóêöèè ïåðåìåííûõ íà ðàñøèðåííîì êâàçèîäíîìåð✲
íîì ð➻áåðíî✲îðèåíòèðîâàííîì øàáëîíå íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè✳ ✃âàçè✲
îäíîìåðíàÿ ïðèðîäà ýòèõ ñõåì îáúÿñíÿåò òàêæå èõ îòíîñèòåëüíî íåâûñîêóþ
âû÷èñëèòåëüíóþ ñòîèìîñòü✳

➶ äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîáùåíèÿ ❊❇❘ ñõåì íà ãèáðèäíûå ñåò✲
êè ❬✷❪ è ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ çà ñ÷➻ò îñíàùåíèÿ èõ òåõíèêàìè ❲❊◆❖ è
❚❱❉ ❬✸❪✳ ➶ íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò è îáú➻ìíî✲öåíòðèðîâàííàÿ âåðñèÿ
❊❇❘ ñõåì ❬✹❪✱ òîãäà êàê èçíà÷àëüíî îíè ðàçðàáàòûâàëèñü ïðèìåíèòåëüíî ê
âåðøèííî✲öåíòðèðîâàííûì ôîðìóëèðîâêàì✳ ➶åðøèííî✲öåíòðèðîâàííûå ❊❇❘
ñõåìû áûëè ðåàëèçîâàíû äëÿ ñêîëüçÿùèõ ñåòîê ❬✺❪✱ â òî âðåìÿ êàê îáú➻ìíî✲
öåíòðèðîâàííàÿ ðåàëèçàöèÿ êàæåòñÿ áîëåå åñòåñòâåííîé è✱ âîçìîæíî✱ ñòàíåò
åùå îäíèì ðàñøèðåíèåì â áóäóùåì✳

❊❇❘ ñõåìû àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âèõðåðàçðåøàþùåãî ❘❆◆❙✲▲❊❙ ìî✲
äåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé ❬✻❪ è ãåíåðèðóåìûõ èìè àêóñòè✲
÷åñêèõ ïîëåé✳ ➶ äîêëàäå â êðàòêîì âèäå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ìîäåëèðî✲
âàíèÿ øóìà òóðáóëåíòíûõ ñòðóé ❬✼❪✱ àêóñòè÷åñêèõ ïîëåé✱ ãåíåðèðóåìûõ âçà✲
èìîäåéñòâèåì òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ âîêðóã òð➻õ✲êîìïîíåíòíîãî êðûëîâîãî
ñåãìåíòà ñ âûïóùåííîé ìåõàíèçàöèåé ❬✽❪✱ îòðûâíîãî òå÷åíèÿ îêîëî îáðàòíî✲
ãî óñòóïà ñ íàêëîííîé ñòåíêîé ïðè òðàíñçâóêîâûõ ðåæèìàõ ❬✾❪✱ ñòðóéíîãî

✶✼✷
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òå÷åíèÿ èç äâóõêîíòóðíîãî ñîïëà ❬✶✵❪✱ à òàêæå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ïðåä✲
ñêàçàíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêèõ è àêóñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê âèíòà âåðòîë➻òà
❬✶✶❪✳ ❰äíèì èç âàæíûõ íàïðàâëåíèé òåêóùåãî ðàçâèòèÿ ❊❇❘ ñõåì ÿâëÿåòñÿ
èõ èñïîëüçîâàíèå ïðè ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèé âáëèçè äâèæóùèõñÿ òåë✱ îïè✲
ñûâàåìûõ ìåòîäîì ïîãðóæåííûõ ãðàíèö ❬✶✷❪✳

Ïðåäñòàâëåííûå èññëåäîâàíèÿ ÷àñòè÷íî ïîääåðæèâàþòñÿ Ðîññèéñêèì
ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ✭Ïðîåêò ✶✽✲✵✶✲✵✵✹✹✺✮ è Ðîññèéñêèì
íàó÷íûì ôîíäîì ✭Ïðîåêò ✶✻✲✶✶✲✶✵✸✺✵✮✳
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ñêàÿ✱ Ñ✳➶✳ ❒èõàéëîâ✱ ➚✳➮✳ Òðîøèí✱ ➶✳❰✳ Öâåòêîâà✳ ❒àòåì✳ ìîäåëèðî✲
âàíèå✳ ✭✷✵✶✾✮ ✭â ïå÷àòè✮✳

✶✶✳ ➮✳➶✳ ➚áàëàêèí✱ ➶✳➚✳ ➚íèêèí✱ Ï✳➚✳ ➪àõâàëîâ✱ ➶✳➹✳ ➪îáêîâ✱ Ò✳✃✳ ✃îçóá✲
ñêàÿ✳ ➮çâåñòèÿ Ð➚❮✳ ❒åõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà✳ ✸ ✭✷✵✶✻✮ ✶✸✵✕✶✹✺✳
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Ðåøåíèå çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè ìåòîäîì ➹àëåðêèíà ñ

ðàçðûâíûìè áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè

✃ðàñíîâ ❒èõàèë ❒èõàéëîâè÷✱ ❐àäîíêèíà ❒àðèíà ➴âãåíüåâíà✱

Òèøêèí ➶ëàäèìèð Ô➻äîðîâè÷

❊✲♠❛✐❧✿ ❦♠♠❅❦✐❛♠✳r✉✱ ❧❛❞♦♥❦✐♥❛❅✐♠❛♠♦❞✳r✉✱ t✐s❤❦✐♥✈❢❅❦❡❧❞②s❤✳r✉

➮íñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èìåíè ❒✳➶✳✃åëäûøà Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱
Ðîññèÿ

Ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè â îáëàñòÿõ ñî ñëîæíîé êîí✲
ôèãóðàöèåé èññëåäóåìîãî îáúåêòà❬✶❪ äèêòóåò èñïîëüçîâàíèå íåñòðóêòóðèðî✲
âàííûõ✱ à ÷àñòî è ðàçíîìàñøòàáíûõ ñåòîê✱ à òàêæå ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ âûñîêîé òî÷íîñòè✳ ➘ëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òàêîãî òèïà õîðîøî çàðåêî✲
ìåíäîâàë ñåáÿ ìåòîä ➹àëåðêèíà ñ ðàçðûâíûìè áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè ✭❉●✮❬✷❪✳
➘àííûé ìåòîä îáåñïå÷èâàåò çàäàííûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè✱ ìîæåò èñïîëüçî✲
âàòüñÿ äëÿ ñåòîê ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðû✱ ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðå✲
àëèçîâûâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ è íàäåæíî òåîðåòè÷åñêè
îáîñíîâàí✳

✃àê èçâåñòíî✱ íàðÿäó ñ ìíîæåñòâîì ïðåèìóùåñòâ ïðèìåíåíèÿ ðàçðûâíî✲
ãî ìåòîäà ➹àëåðêèíà✱ îí èìååò íåêîòîðûå ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè✳ ❰ñíîâíàÿ
òðóäíîñòü ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ
âîçíèêàåò èç✲çà òîãî✱ ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ìîãóò ñòàíîâèòüñÿ ðàçðûâíûìè✱
äàæå åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè✳ ❉● ñõåìû✱ ÿâëÿÿñü ñõåìà✲
ìè âûñîêîé òî÷íîñòè✱ ìîãóò äàâàòü ñáîé ïðè íàëè÷èè ñèëüíûõ óäàðíûõ âîëí
èëè îáëàñòåé âûñîêèõ ãðàäèåíòîâ è ìîãóò ãåíåðèðîâàòü ñèëüíûå êîëåáàíèÿ✱
êîòîðûå â êîíå÷íîì èòîãå ìîãóò ïðèâåñòè ê ñáîþ â âû÷èñëåíèÿõ✳ Ïîýòîìó✱
äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ìîíîòîííîñòè ðåøåíèÿ✱ ïîëó÷åííîãî äàííûì ìåòîäîì✱ íåîá✲
õîäèìî ââîäèòü òàê íàçûâàåìûå îãðàíè÷èòåëè íàêëîíà✱ èëè ëèìèòåðû✳ ❮àè✲
áîëåå øèðîêî èñïîëüçóåìûì✱ ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèé ëèìèòåð ✃îêáóðíà ❬✷❪✱
êîòîðûé áûë ðàçðàáîòàí äëÿ òðåóãîëüíûõ è òåòðàýäðàëüíûõ ÿ÷ååê✳ ➘àííûé
ëèìèòåð ãàðàíòèðóåò ìîíîòîííîñòü ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ✳ ➶ äàííîì äîêëàäå
áóäåò ïîêàçàíî✱ ÷òî èäåþ äàííîãî ëèìèòåðà ìîæíî ðåàëèçîâàòü â ìíîãîìåð✲
íîì ñëó÷àå íà ñåòêàõ ñ ÿ÷åéêàìè ðàçëè÷íîé êîíôèãóðàöèè ❬✸❪✳ ➶ ïîñëåäíåå
âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ñîçäàíèþ ëèìèòåðîâ ïîâû✲
øåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè✳ ❰äíàêî✱ ÷àñòî ïðèìåíåíèå ëèìèòåðîâ✱ îáëàäàþ✲
ùèõ òàêèì ñâîéñòâîì ❬✹❪✱ íå ãàðàíòèðóåò ïîäàâëåíèå íåôèçè÷íûõ îñöèëëÿ✲
öèé✳ ➶ äàííîì äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âëèÿ✲
íèÿ ðàçëè÷íûõ ëèìèòèðóþùèõ ôóíêöèé íà ðåøåíèå✱ ïîëó÷åííîå ðàçðûâíûì
ìåòîäîì ➹àëåðêèíà✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ❮àó÷íîãî Ôîíäà✱ ãðàíò
➑✶✼✲✼✶✲✸✵✵✶✹✳
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èì✳ ❒✳➶✳✃åëäûøà✱ ✷✵✶✽✱ ➑✷✹✺✳ ✸✶ ñ✳ ❞♦✐✿✶✵✳✷✵✾✹✽✴♣r❡♣r✲✷✵✶✽✲✷✹✺

✹✳ ❨❛s✉❡❑✳✱ ❋✉r✉❞❛t❡▼✳✱ ❖❤♥✐s❤✐◆✳✱ ❙❛✇❛❞❛❑✳ ■♠♣❧✐❝✐t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s
●❛❧❡r❦✐♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❘❆◆❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐③✐♥❣ ♣♦✐♥t✇✐s❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✴✴ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✼✱ ➑ ✸✱ ♣✳ ✺✶✵
✕ ✺✸✸✱ ✷✵✶✵✳

✶✼✺



Ñåêöèÿ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

❒îäåëèðîâàíèå ëåñíûõ ïîæàðîâ íà îñíîâå äâóìåðíûõ

ìíîãîôàçíûõ ìîäåëåé

✃óëåøîâ ➚íäðåé ➚ëåêñàíäðîâè÷✶

❒ûøåöêàÿ ➴ëåíà ➴âãåíüåâíà✷

ßêóø Ñåðãåé ➴âãåíüåâè÷✸

✶✿ ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð ➮íñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì✳

❒✳➶✳✃åëäûøà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê✱ ❒îñêâà

✷✿ Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð ➮íñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì✳ ❒✳➶✳✃åëäûøà

Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê✱ ❒îñêâà

✸✿ ä✳ô✳ ✕ ì✳í✳✱ ➮íñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èì✳ ➚✳Þ✳➮øëèíñêîãî Ð➚❮

❊✲♠❛✐❧✿ ❛♥❞r❡✇❴❦✉❧❡s❤♦✈❅♠❛✐❧✳r✉

Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîò àâòîðîâ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðî✲
âàíèþ ëåñíûõ ïîæàðîâ✱ íà÷àòûõ â ñâîå âðåìÿ ïî èíèöèàòèâå àêàäåìèêà
➚✳➚✳Ñàìàðñêîãî✳ ➶ îñíîâå ðàçðàáàòûâàåìîãî ïîäõîäà ëåæèò ìàòåìàòè÷åñêîå
îïèñàíèå ëåñíîãî ïîæàðà êàê ìíîãîôàçíîé ðåàãèðóþùåé ñðåäû ❬✶❪✳ ❰ñíîâ✲
íîé çàäà÷åé ðàçðàáîòàííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ïðîãíîçèðî✲
âàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà ëåñíûõ ïîæàðîâ ñ ó÷åòîì îñíîâíûõ ôèçèêî✲
õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ✱ âëèÿþùèõ íà äèíàìèêó ýòîãî ïðîöåññà✳ ➘ëÿ ÷èñëåííî✲
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ ëåñíûõ ïîæàðîâ✱ ïðîòåêàþùèõ äîñòàòî÷íî ïðî✲
äîëæèòåëüíîå âðåìÿ íà çíà÷èòåëüíûõ ïëîùàäÿõ✱ ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçî✲
âàòü ìîäåëè ñ ïîíèæåíèåì ðàçìåðíîñòè✳ ➶ ðàííèõ ðàáîòàõ àâòîðîâ ❬✷✱✸❪ áûëà
ðàçðàáîòàíà ôèçè÷åñêè îáîñíîâàííàÿ äâóìåðíàÿ äâóõôàçíàÿ ìîäåëü ðàñïðî✲
ñòðàíåíèÿ ëåñíûõ ïîæàðîâ✱ óðàâíåíèÿ êîòîðîé ïîëó÷åíû îñðåäíåíèåì èñõîä✲
íûõ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé ïî âûñîòå ñëîÿ ëåñíûõ ãîðþ÷èõ ìàòåðèàëîâ✳ ➶
ýòîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ãàçîâàÿ ôàçà✱ ñîñòîÿùàÿ èç âîçäóõà è ëåòó÷èõ
ïðîäóêòîâ ïèðîëèçà è ãîðåíèÿ ëåñíûõ ãîðþ÷èõ ìàòåðèàëîâ✱ è íåïîäâèæíàÿ
òâåðäàÿ ôàçà✱ ñîñòîÿùàÿ èç ëåñíûõ ãîðþ÷èõ ìàòåðèàëîâ è òâåðäûõ ïðîäóêòîâ
èõ ïèðîëèçà è ãîðåíèÿ✳ ➹îðåíèå êàê â ãàçîâîé✱ òàê è â òâåðäîé ôàçàõ îïèñûâà✲
þòñÿ êèíåòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè✳ ➶ ðàçâèòèå ýòèõ ðàáîò áûëà ðàçðàáîòàíà
ìîäèôèöèðîâàííàÿ äâóìåðíàÿ äâóõôàçíàÿ ìîäåëü ëåñíûõ ïîæàðîâ ❬✹❪✳ ➶ ýòîé
ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ k − ε ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè ñ ââåäåíèåì äîïîëíèòåëü✲
íûõ ÷ëåíîâ ãåíåðàöèè è äèññèïàöèè òóðáóëåíòíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â
ëåñíîì ìàññèâ✱ à ñêîðîñòü òóðáóëåíòíîãî ãîðåíèÿ â ãàçîâîé ôàçå îïèñûâàåòñÿ
ìîäåëüþ äðîáëåíèÿ âèõðåé✱ ñîãëàñíî êîòîðîé ñêîðîñòü ãîðåíèÿ ïðè âûñîêîé
òåìïåðàòóðå íå çàâèñèò îò êèíåòèêè ðåàêöèé✱ à îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî
ñêîðîñòüþ òóðáóëåíòíîãî ñìåøåíèÿ êîìïîíåíò ❬✺❪✳ ➶ ïîñëåäíåå âðåìÿ àâòîðà✲
ìè áûëà ðàçðàáîòàíà òðåõôàçíàÿ ìîäåëü ëåñíûõ ïîæàðîâ✱ â êîòîðîé òðåòüÿ
ôàçà ñîñòîèò èç êðóïíûõ òâåðäûõ ãîðÿùèõ ÷àñòèö✱ êîòîðûå ïåðåíîñÿòñÿ âåò✲
ðîì íàä ïîëîãîì ëåñà✱ è✱ îñåäàÿ✱ îáðàçóþò íîâûå î÷àãè ïåðåä ïåðåäíåé êðîì✲
êîé ôðîíòà ïîæàðà✳ Òàêîé ìåõàíèçì ðàñïðîñòðàíåíèÿ îãíÿ íàáëþäàåòñÿ â

✶✼✻
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ðåàëüíûõ ëåñíûõ ïîæàðàõ✳ Ïîñòðîåííûå äâóìåðíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè
äîïóñêàþò ýôôåêòèâíóþ ÷èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ íà âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ✳ Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà✲
íèÿ ïîêàçûâàþò✱ ÷òî ïðåäëîæåííûå ìîäåëè äàþò êà÷åñòâåííî ïðàâèëüíóþ
êàðòèíó îáðàçîâàíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà ïîæàðîâ â óñëîâèÿõ✱ ïðè êî✲
òîðûõ ïðîòåêàþò ðåàëüíûå ëåñíûå ïîæàðû✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➹ðèøèí➚✳❒✳ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ëåñíûõ ïîæàðîâ è íîâûå
ñïîñîáû áîðüáû ñ íèìè✳ ❮îâîñèáèðñê✿ ❮àóêà Ñ❰✱ ✶✾✾✷✳

✷✳ ✃óëåøîâ➚✳➚✳✱ ❒ûøåöêàÿ➴✳➴✳ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ëåñíûõ
ïîæàðîâ ñ ïðèìåíåíèåì ìíîãîïðîöåññîðíûõ Ý➶❒ ✴✴ ❒àò✳ ìîäåëèðîâà✲
íèå✳ ✷✵✵✽✳ Ò✳ ✷✵✳ ➑✶✶✳✱ Ñ✳ ✷✽ ✕ ✸✹✳

✸✳ ❑✉❧❡s❤♦✈❆✳❆✳✱ ❈❤❡t✈❡r✉s❤❦✐♥❇✳◆✳✱ ▼②s❤❡ts❦❛②❛❊✳❊✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
✐♥ ❢♦r❡st ✜r❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✴✴ ❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ❋❧✉✐❞s✳ ✷✵✶✸✳
❱♦❧✳ ✽✵✳✱ P✳ ✷✵✷✕✷✵✻✳

✹✳ ✃óëåøîâ➚✳➚✳✱ ❒ûøåöêàÿ➴✳➴✳✱ ßêóøÑ✳➴✳ ❒îäåëèðîâàíèå ðàñïðîñòðà✲
íåíèÿ ëåñíûõ ïîæàðîâ íà îñíîâå ìîäèôèöèðîâàííîé äâóìåðíîé ìîäåëè
✴✴ ❒àò✳ ìîäåëèðîâàíèå✳ ✷✵✶✻✳ Ò✳ ✷✽✳ ➑✶✷✳✱ Ñ✳ ✷✵ ✕ ✸✷✳

✺✳ ▼❛❦❤✈✐❧❛❞③❡●✳▼✳✱ ❘♦❜❡rts ❏✳ P✳✱ ❨❛❦✉s❤ ❙✳ ❊✳ ❈♦♠❜✉st✐♦♥ ♦❢ t✇♦✲♣❤❛s❡
❤②❞r♦❝❛r❜♦♥ ❢✉❡❧ ❝❧♦✉❞s r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✴✴ ❈♦♠❜✉st✐♦♥ ❛♥❞
❋❧❛♠❡✳ ✶✾✾✾✳ ❱✳ ✶✶✽✳ P✳ ✺✽✸ ✕ ✻✵✺✳

✶✼✼
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➶û÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò êàê èíñòðóìåíò

èññëåäîâàíèÿ êîíâåêòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòè

❒àæîðîâà ❰ëüãà Ñåìåíîâíà✱ ✃îëìû÷êîâ ➶ÿ÷åñëàâ ➶èêòîðîâè÷✱

Ùåðèöà ❰ëüãà ➶ëàäèìèðîâíà

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ê✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ê✳ô✳ ✕ ì✳ í✳
❊✲♠❛✐❧✿ ♦❧❣❛♠❛③❤♦r❅♠❛✐❧✳r✉✱ ❦s✈❅❜❦✳r✉✱ s❤❝❤❡r②❅♠❛✐❧✳r✉

➮íñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èìåíè ❒✳➶✳✃åëäûøà✱ ❒îñêâà✱
Ðîññèÿ

❮åëèíåéíàÿ òåîðèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè✱ îäíà èç îñíîâíûõ
çàäà÷ êîòîðîé ñîñòîèò â èçó÷åíèè óñòîé÷èâîñòè íàäêðèòè÷åñêèõ äâèæåíèé✱
åù➻ äàëåêà îò ñâîåãî çàâåðøåíèÿ✳ Ïîëó÷åíî îãðîìíîå ÷èñëî ðàçðîçíåííûõ
äàííûõ✱ íî öåëîñòíîé êàðòèíû ÿâëåíèÿ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íåò✳ ➶ ÷àñòíî✲
ñòè✱ îñòà➻òñÿ íåðåø➻ííîé çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàèáîëåå ✧ïðåäïî÷òèòåëüíîé✧
ôîðìû êîíå÷íî✲àìïëèòóäíîãî äâèæåíèÿ✱ êîòîðîå óñòàíàâëèâàåòñÿ â æèäêî✲
ñòè ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïåðâîíà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ✳

➘îêëàä ïîñâÿù➻í ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ êîíâåêöèè Ðýëåÿ✲➪åíàðà â
îãðàíè÷åííîì ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå æèäêîñòè ñ ïåðåìåííîé òåìïåðàòóðîïðî✲
âîäíîñòüþ ïðè íàëè÷èè âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà✳ ➚íàëèç ðåçóëüòàòîâ
ðàñ÷➻òîâ✱ ïðîâåä➻ííûõ äëÿ çíà÷åíèé ÷èñëà Ðýëåÿ✱ áëèçêèõ ê êðèòè÷åñêèì✱
ïîçâîëèë ïðåäëîæèòü êðèòåðèé îòáîðà óñòîé÷èâîé ñòðóêòóðû òå÷åíèÿ è äàòü
ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòîãî êðèòåðèÿ â çàâèñèìîñòè îò äèàïàçîíà èç✲
ìåíåíèÿ ÷èñëà Ïðàíäòëÿ✳

➘ëÿ æèäêîñòè ñ ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòüþ â äîêëàäå ïðåä✲
ñòàâëåíà ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ✱ íàïðàâëåííûõ íà èçó÷åíèå
ïîñëåäîâàòåëüíûõ áèôóðêàöèé ñòàöèîíàðíîé âàëèêîâîé êîíâåêöèè â õàîñ
ñïèðàëüíûõ äåôåêòîâ è êîëåáàòåëüíóþ êîíâåêöèþ ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ
÷èñëà Ðýëåÿ îò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ Racr äî 6.5Racr✳

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ êîíâåêöèè Ðýëåÿ✲➪åíàðà✱ ïîëó÷åííûå ïðÿìûì
ðàñ÷➻òîì òð➻õìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé òåïëîâîé êîíâåêöèè✱ âíîñÿò
ñâîé âêëàä â èçó÷åíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ïðîáëåìû îòáîðà ðåàëèçóþùèõñÿ â
äåéñòâèòåëüíîñòè ôîðì äâèæåíèÿ✱ êîòîðûå âîçíèêàþò â ðåçóëüòàòå ïîòåðè
óñòîé÷èâîñòè èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè✳

✶✼✽
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❒îäåëèðîâàíèå âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ãåòåðîãåííûõ ñðåäàõ

Ïåòðîâ ➮ãîðü ➪îðèñîâè÷

÷ëåí✲êîðð✳ Ð➚❮✱ ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ ♣❡tr♦✈❅♠✐♣t✳r✉

❒îñêîâñêèé ôèçèêî✲òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

Ñåòî÷íî✲õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìåòîä ✕ ïåðñïåêòèâíûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðå✲
øåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé✱ íàïðèìåð✱ óðàâíåíèé✱ îïèñûâàþ✲
ùèõ óïðóãèå è àêóñòè÷åñêèå âîëíû✳ Ýòîò ìåòîä îáëàäàåò âûñîêîé òî÷íîñòüþ
è ïîçâîëÿåò ôèçè÷åñêè ïðàâèëüíî ìîäåëèðîâàòü âîëíîâûå ïðîöåññû â ãåòåðî✲
ãåííûõ ñðåäàõ✳ Ñåòî÷íî✲õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìåòîä ïîçâîëÿåò êîððåêòíî ó÷è✲
òûâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ✱ à òàêæå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçäåëà ñðåä ñ
ðàçëè÷íûìè ôèçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè✳ ❮àèáîëåå ïîëíî ïðåèìóùåñòâà
ìåòîäà ïðîÿâëÿþòñÿ äëÿ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé✱ îñîáåííî â ñî÷åòàíèè ñ ôèê✲
ñèðîâàííîé ðàçíîñòíîé ñåòêîé✱ êàê â îáû÷íûõ ñåòî÷íûõ ìåòîäàõ✳ ❰äíàêî✱ è
â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìîâ ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðî✲
ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì✱ óäàëîñü ñîõðàíèòü åãî ïîëîæèòåëüíûå êà÷åñòâà✳
➮ñïîëüçîâàíèå äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìåòîäîâ òèïà Ðóíãå ✕ ✃óò✲
òà✱ ëèáî èíòåãðî✲èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ïðîâîäèòü
îáîáùåíèå ìåòîäîâ✱ ðàçâèòûõ äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé✱ íà íåëèíåéíûé ñëó✲
÷àé✱ â òîì ÷èñëå✱ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûïîëíåíèÿ ðàçíîñòíûõ àíàëîãîâ çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ✱ ÷òî âàæíî ïðè ñêâîçíîì ñ÷åòå✱ íàïðèìåð✱ ðàçðûâíûõ ðåøåíèé✳
❮à îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî àâòîðîì âàðèàíòà ñåòî÷íî✲õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìå✲
òîäà áûë ÷èñëåííî ðåøåí ðÿä âàæíûõ çàäà÷ ñåéñìîðàçâåäêè✱ ñåéñìîñòîéêî✲
ñòè✱ ãëîáàëüíîé ñåéñìèêè íà ➬åìëå è ❒àðñå✱ ìåäèöèíñêèõ ïðèëîæåíèé✱ íåðàç✲
ðóøàþùåãî êîíòðîëÿ æåëåçíîäîðîæíûõ ïóòåé✱ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ñî✲
çäàíèÿ è õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ äëÿ àýðîêîñìè÷åñêîé îò✲
ðàñëè è â äðóãèõ îáëàñòÿõ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ✳ Ñóùåñòâåííûì ïðå✲
èìóùåñòâîì ïîñòðîåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå åãî óñòîé÷èâîñòè è
òî÷íîñòè ïðè çíà÷èòåëüíûõ äåôîðìàöèÿõ ñðåäû✳

✶✼✾
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Ôîðìèðîâàíèå ìîäåëè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â ñèñòåìå

ãàç✕ìåòàëë íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ìåòîäàìè

ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè

Ïîëÿêîâ Ñåðãåé ➶ëàäèìèðîâè÷✱ Ïîäðûãà ➶èêòîðèÿ ❰ëåãîâíà

ä✳ô✳ ✕ ì✳í✳✱ ñ✳í✳ñ✳❀ ä✳ô✳ ✕ ì✳í✳
❊✲♠❛✐❧✿ ♣♦❧②❛❦♦✈❅✐♠❛♠♦❞✳r✉✱ ♣✈✐❝t♦r✐❛❅❧✐st✳r✉

➮Ï❒ èì✳❒✳➶✳✃åëäûøà Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

Òåõíè÷åñêàÿ ✭ïðèêëàäíàÿ✮ ãàçîâàÿ äèíàìèêà ❬✶❪ âîçíèêëà êàê ñàìîñòîÿ✲
òåëüíàÿ íàóêà â ✸✵å ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ✳ ❒îùíûé òåîðåòè÷åñêèé è ïðàê✲
òè÷åñêèé èìïóëüñ îíà ïîëó÷èëà â ✹✵❡✲✻✵å ãîäû â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì àâèàöèîí✲
íîé è ðàêåòíîé òåõíèêè✱ àòîìíîé ýíåðãåòèêè è äðóãèõ îòðàñëåé ïðîìûøëåí✲
íîñòè✳ Öåíòðàëüíîå ìåñòî â òåõíè÷åñêîé ãàçîâîé äèíàìèêå çàíèìàåò òåîðèÿ
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ❬✷❪✳ Ñ ðàçâèòèåì ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
❬✸❪ è ïðèìåíåíèåì âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ïîÿâè✲
ëàñü âîçìîæíîñòü èçó÷åíèÿ ñëîæíûõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ áåç èñïîëü✲
çîâàíèÿ äîðîãîñòîÿùèõ íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ✳ ➶ ïîñëåäíèå ãîäû â ñâÿçè
ñ ìàññîâûì âíåäðåíèåì íàíîòåõíîëîãèé â ïðîìûøëåííîñòè ïîÿâèëàñü íåîá✲
õîäèìîñòü èçó÷åíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íà àòîìíî✲ìîëåêóëÿðíîì
óðîâíå✳ Òàêîå äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ✱ êîãäà íà✲
ðóøàåòñÿ òåîðèÿ ïîäîáèÿ è✴èëè ãèïîòåçà ñïëîøíîñòè ñðåäû✳ ❮àèáîëüøèå îò✲
êëîíåíèÿ îò òåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê íàáëþäàþòñÿ íà ìèêðî✲ è íàíîìàñøòàáàõ
ïðè ó÷åòå êîíêðåòíîãî ñîñòàâà ãàçîâîé ñðåäû è ñòðîåíèÿ ðåàëüíûõ ïîâåðõ✲
íîñòåé✱ îáòåêàåìûõ ñâåðõçâóêîâûìè ïîòîêàìè ãàçà✳ ➘î íåêîòîðîãî ìîìåíòà â
ýòèõ ñëó÷àÿõ óñïåøíî ïðèìåíÿëèñü ìåòîäû ðàñ÷åòà ñâîáîäíî✲ìîëåêóëÿðíûõ
òå÷åíèé ❬✹❪✳ ❰äíàêî â ñâÿçè ñ óñëîæíåíèåì çàäà÷ òåõíè÷åñêîé ãàçîâîé äèíà✲
ìèêè â êîíêðåòíûõ ïðèëîæåíèÿõ âñå áîëåå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû íà îñíîâå
êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ➪îëüöìàíà ✭ñì✳ íàïðèìåð✱ ❬✺❪✮ è ìåòîäû ìîëåêóëÿð✲
íîé äèíàìèêè ✭ñì✳✱ íàïðèìåð✱ ❬✻❪✮✳

➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå âûáðàí ìîëåêóëÿðíî✲äèíàìè÷åñêèé ïîäõîä✳ Ñ åãî
ïîìîùüþ ïðîâåäåí ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî âçàèìîäåéñòâèþ
ñòðóè àçîòà ñ ïîâåðõíîñòüþ íèêåëÿ✳ ➶çàèìîäåéñòâèå ðàññìàòðèâàëîñü â ìèê✲
ðîêàíàëå äëèíîé îò ✶ äî ✸ ìêì è òîëùèíîé ïîðÿäêà ✻✵✵ íì✳ ➶ ðàñ÷åòàõ áûëè
ó÷òåíû ðåàëüíîå ñòðîåíèå íèêåëåâîé îñíîâû ìèêðîêàíàëà✱ ýôôåêò ïåðâîíà✲
÷àëüíîé àäñîðáöèè ìîëåêóë àçîòà íà ñòåíêàõ ìèêðîêàíàëà✱ à òàêæå ñáðîñ
ýíåðãèè ñòåíîê ìèêðîêàíàëà â îêðóæàþùóþ ñðåäó✳ Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ
íåñêîëüêèõ øèðèí àçîòíîé ñòðóè è íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè✱ êàê ïðå✲
âûøàþùåé ñêîðîñòü çâóêà â àçîòå✱ òàê è èìåþùèõ ñóùåñòâåííî ìåíüøèå çíà✲
÷åíèÿ✳

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè✱ ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ñòðóè ñî
ñòåíêàìè ìèêðîêàíàëà íîñèò ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûé è â ðÿäå ñëó÷àåâ íåñòà✲
öèîíàðíûé õàðàêòåð✳ ❰ñîáåííî ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà òå÷åíèÿ íàáëþäàåòñÿ íà

✶✽✵
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íà÷àëüíîì ýòàïå åãî ðàçâèòèÿ✳ Óñðåäíåííûé ïî ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòå ïðî✲
ôèëü ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè ìîæåò èìåòü ãàóññîâó è ãèïåðãàóññîâó ôîðìó✱ êî✲
òîðàÿ ìåíÿåò ñî âðåìåíåì ñâîè õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè✳ ➶ îòäåëüíûõ ñëó÷à✲
ÿõ íàáëþäàþòñÿ áèåíèÿ ãàçà î ñòåíêè êàíàëà✳ Ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû êàíàëà
îæèäàåòñÿ ðàçâèòèå òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ✳

➶ûøåóêàçàííîå íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå ñòðóè àçîòà ñî ñòåíêàìè íè✲
êåëåâîãî êàíàëà òåì íå ìåíåå ïîçâîëÿåò ñôîðìèðîâàòü íåêîòîðóþ ìîäåëü ïî✲
ãðàíè÷íîãî ñëîÿ✳ ➶áëèçè êàæäîé èç ñòåíîê êàíàëà â ýòîé ìîäåëè âûäåëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíî òðè ñëîÿ ãàçà✱ êîòîðûå äîëæíû áûòü ÿâíî óêàçàíû ïðè ôîðìó✲
ëèðîâêå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ìàêðîóðîâíå✳ ➶î✲ïåðâûõ✱ ýòî îñíîâíîé äâè✲
æóùèéñÿ ñëîé ãàçà✱ âî✲âòîðûõ✱ ýòî àäñîðáèðîâàííûé íà ñòåíêå ñëîé ìàëîïî✲
äâèæíûõ ìîëåêóë ãàçà✱ â✲òðåòüèõ✱ ýòî ïåðåõîäíûé ñëîé✱ â êîòîðîì ðàçûãðû✲
âàåòñÿ òåïëîîáìåí ãàçà ñ ïîâåðõíîñòüþ è ïîòåðè ñêîðîñòè ïîòîêà çà ñ÷åò òðå✲
íèÿ îá àäñîðáèðîâàííûé íà ñòåíêå ãàç✳ Ïîäáîð êîíêðåòíûõ ïàðàìåòðîâ äàí✲
íîé ìîäåëè ïîêàçûâàåò✱ ÷òî îãðàíè÷èòüñÿ åäèíîé ôîðìóëîé â äàííîì ñëó÷àå
ïðîáëåìàòè÷íî✳ Ïîýòîìó ïðè âîçìîæíîñòè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ìåòîäèêó
ìíîãîìàñøòàáíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ✱ îáñóæäàâøóþñÿ íàìè â ❬✼✱ ✽❪ è èñïîëü✲
çóþùóþ êîìáèíàöèþ òðàäèöèîííûõ ñåòî÷íûõ è ìîëåêóëÿðíî✲äèíàìè÷åñêèõ
ðàñ÷åòîâ✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ➚áðàìîâè÷➹✳❮✳ Ïðèêëàäíàÿ ãàçîâàÿ äèíàìèêà✳ ❒✳✿ ✶✾✻✾✳

✷✳ Øëèõòèíã➹✳ Òåîðèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ✳ ❒✳✿ ❮àóêà✱ ✶✾✼✹✳

✸✳ Ñàìàðñêèé➚✳➚✳✱ ❒èõàéëîâ➚✳Ï✳ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå✿ ➮äåè✳
❒åòîäû✳ Ïðèìåðû✳ ❒✳✿ Ôèçìàòëèò✱ ✷✵✵✷✳

✹✳ ➪åðä➹✳ ❒îëåêóëÿðíàÿ ãàçîâàÿ äèíàìèêà✳ ▼✳✿ ❒èð✱ ✶✾✽✶✳

✺✳ ✃ëîññÞ✳Þ✳✱ ×åðåìèñèíÔ✳ ➹✳✱ ØóâàëîâÏ✳➶✳ ➶çàèìîäåéñòâèå óäàðíîé
âîëíû ñ ïîãðàíè÷íûì ñëîåì â óçêîì êàíàëå ✴✴ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëè✲
ðîâàíèå✳ ✷✵✶✶✳ Ò✳ ✷✸✱ ➑✹✳ Ñ✳ ✶✸✶ ✕ ✶✹✵✳

✻✳ ✃îâàëåâ➶✳❐✳✱ Ñàçîíîâà➶✳Þ✳✱ ßêóí÷èêîâ➚✳❮✳ ❒îäåëèðîâàíèå âçàèìî✲
äåéñòâèÿ ñòðóè ðàçðåæåííîãî ãàçà ñ ïðåãðàäîé ìåòîäàìè ìîëåêóëÿðíîé
äèíàìèêè ✴✴ ➶åñòí✳ ❒îñê✳ óí✲òà✳ ❒àòåì✳ ❒åõàí✳ ✷✵✵✽✳ ➑✷✳ Ñ✳ ✺✻ ✕ ✺✽✳

✼✳ Ïîäðûãà➶✳❰✳✱ ÏîëÿêîâÑ✳➶✳ ❒îëåêóëÿðíî✲äèíàìè÷åñêèé ðàñ÷åò ìàê✲
ðîïàðàìåòðîâ ãàçà â ïîòîêå è íà ãðàíèöå ✴✴ Ïðåïðèíòû ➮Ï❒
èì✳❒✳➶✳✃åëäûøà✳ ✷✵✶✻✳ ➑✽✵✳

✽✳ Ïîäðûãà➶✳❰✳✱ ÏîëÿêîâÑ✳➶✳ ❒íîãîìàñøòàáíîå ìîäåëèðîâàíèå èñòå÷å✲
íèÿ ãàçîâîé ñòðóè â âàêóóì ✴✴ Ïðåïðèíòû ➮Ï❒ èì✳❒✳➶✳✃åëäûøà✳ ✷✵✶✻✳
➑✽✶✳

✶✽✶
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❰ çàäà÷å êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ íà ïðîìûøëåííîì

ïðîèçâîäñòâå

Ñàâåíêîâà ❮àäåæäà Ïåòðîâíà✶

➮ëüþòêî ➶èêòîð Ïåòðîâè÷✷

➚ðòåìüåâà ❐þäìèëà ➚íàòîëüåâíà✱ ❒îêèí ➚íäðåé Þðüåâè÷✸

➘ðÿæåíêîâ ➚íäðåé ➚ëåêñàíäðîâè÷✱ ❐àïîíèí ➶ëàäèñëàâ

Ñåðãååâè÷✹

✶✿ ä✳ô✳✕ì✳í✳✱ âíñ✱ ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✷✿ ê✳ô✳✕ì✳í✳✱ àññèñòåíò✱ ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✸✿ ê✳ô✳✕ì✳í✳✱ ìíñ✱ ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❊✲♠❛✐❧✿ ♠❦♥❛♥❞r❡✇❅♠❛✐❧✳r✉✱ ❛rt❡♠✐❡✈❛✳❧✉❞❛❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠✱

♠❦♥❛♥❞r❡✇❅❝s✳♠s✉✳r✉✱ ❛♥❞r❥❛❅②❛♥❞❡①✳r✉✱ ❧❛♣✈❧❛❞❅♠❛✐❧✳r✉

Ïðåäñòàâëåííîå â ðàáîòå èññëåäîâàíèå â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà
àêòóàëüíûì äëÿ êðóïíîãî ïðîìûøëåííîãî ïðîèçâîäñòâà✳ ✃àëåíäàðíîå ïëàíè✲
ðîâàíèå îõâàòûâàåò ïðîèçâîäñòâåííûå ïðîöåññû îò ïîñòóïëåíèÿ ïåðâè÷íîãî
ñûðüÿ äî îòãðóçêè ãîòîâîé ïðîäóêöèè è îñóùåñòâëÿåòñÿ íà äîñòàòî÷íî áîëü✲
øîì èíòåðâàëå âðåìåíè ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ✳ Ðàçðàáîòàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà íà ïðîìûøëåííûõ ïðåäïðèÿòèÿõ øèðîêîãî
äèàïàçîíà✳

➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷à êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåò✲
ñÿ íà ïðèìåðå ïðåäïðèÿòèÿ✱ ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ñîâîêóïíîñòü îòäåëüíûõ
ñëîæíûõ óñòàíîâîê✱ íà êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ èëè îêîí÷à✲
òåëüíàÿ ïðîäóêöèÿ✳ Ïðè ýòîì ñàìè óñòàíîâêè íàõîäÿòñÿ âî âçàèìîñâÿçè✳ ➶
çàâèñèìîñòè îò îáú➻ìà êàæäîãî âèäà ïðîäóêöèè✱ êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïðî✲
èçâåñòè çà ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ✱ íåîáõîäèìî óêàçàòü✱ êàêîå âðåìÿ è â êàêîì
ðåæèìå äîëæíà ðàáîòàòü êàæäàÿ óñòàíîâêà✳ ✃àæäûé ðåæèì óñòàíîâêè èìååò
ñâîé ðåöåïò ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè è îïðåäåëÿåò âèä è êîëè÷åñòâî ïðîäóê✲
öèè çàäàííîãî êà÷åñòâà✳ ➮çìåíåíèå ðåöåïòà íà îäíîé èç óñòàíîâîê✱ êàê ïðàâè✲
ëî✱ âåä➻ò ê èçìåíåíèþ ðåöåïòîâ íà äðóãèõ óñòàíîâêàõ✱ êîòîðûå èñïîëüçóþò
å➻ ïðîäóêöèþ êàê ñûðü➻✳ ❮à êàæäîé óñòàíîâêå è íà ïðîèçâîäñòâå â öåëîì
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå ìàòåðèàëüíîãî
áàëàíñà✱ êîòîðûì ñâÿçûâàåòñÿ îáú➻ì ñûðüÿ✱ ãîòîâîé ïðîäóêöèè è ïðîìåæó✲
òî÷íîãî ïðîäóêòà✳

❮à íåáîëüøîì ïðîèçâîäñòâå îñóùåñòâëåíèå êîíòðîëÿ çà ìàòåðèàëüíûì áà✲
ëàíñîì è óïðàâëåíèå ïðîèçâîäñòâîì â öåëÿõ âûïîëíåíèÿ ïëàíà ïðîèçâîäñòâà
ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíî ôàêòè÷åñêè âðó÷íóþ✳ ✃ðóïíîå ñîâðåìåííîå ïðî✲
èçâîäñòâî òðåáóåò ïðèâëå÷åíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì✱ ïåðèîäè÷åñêè îñó✲
ùåñòâëÿþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèé ðàñ÷➻ò ïî ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûì ìàòå✲
ìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì✳ Òàê êàê äàëåêî íå íà âñåõ ó÷àñòêàõ ïðîèçâîäñòâà íàõî✲
äÿòñÿ ïðèáîðû✱ îñóùåñòâëÿþùèå êîíòðîëü çà ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòîò ó÷àñòîê

✶✽✷
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ïðîäóêöèåé✱ âîññòàíîâëåíèå ýòîé èíôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ òàêæå îäíîé èç çàäà÷
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ✳

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðàçáèòà íà òðè ýòàïà✿
✶✳ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ïîñòóïëåíèÿ
ïåðâè÷íîé ïðîäóêöèè ïðåäïðèÿòèÿ✳
✷✳ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ðàáîòû óñòà✲
íîâîê â ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ íà ïðåäïðèÿòèè✳
✸✳ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ïðîöåññà îò✲
ãðóçêè êîíå÷íîé ïðîäóêöèè íà ðàçëè÷íûå âèäû òðàíñïîðòà✳
➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå îáñóæäàåòñÿ âòîðîé ýòàï ìîäåëèðîâàíèÿ✳

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ óñòàíîâîê ïðåäïðèÿòèÿ âî âçàèìîñâÿçè ìåæäó ñîáîé
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íàïðàâëåííîãî ãðàôà✱ óçëû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ óñòà✲
íîâêàìè ✭à òàêæå ðåçåðâóàðàìè õðàíåíèÿ ïðîäóêöèè è óçëàìè ñìåøåíèÿ ïðî✲
äóêöèè✱ ïîëó÷åííîé íà ðàçëè÷íûõ óñòàíîâêàõ✮✳ ✃àæäîìó óçëó ãðàôà ñîîòâåò✲
ñòâóþò âõîäíûå è âûõîäíûå ïîòîêè ïðîäóêöèè✱ âåëè÷èíû êîòîðûõ âû÷èñëÿ✲
þòñÿ â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è✱ ïðè ýòîì îòäåëüíûå ïîòîêè ïðîäóêöèè ñ÷èòàþòñÿ
èçâåñòíûìè ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ✳

➬àäà÷å êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äâå ìàòåìà✲
òè÷åñêèå ïîñòàíîâêè✿ ïðÿìàÿ çàäà÷à ✭èçâåñòåíî ðàñïèñàíèå ðàáîòû óñòàíîâîê
ïðåäïðèÿòèÿ✱ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñîñòîÿíèå ïðåäïðèÿòèÿ â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè✮✱ îáðàòíàÿ çàäà÷à ✭äëÿ êàæäîé óñòàíîâêè òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ìî✲
ìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ îäíîãî ðåæèìà íà äðóãîé â öåëÿõ âûïîëíåíèÿ ïëàíà
âûïóñêà ïðîäóêöèè✮✳

×èñëåííîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îñëîæíÿåòñÿ
òåì✱ ÷òî âîçíèêàþùèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ôóíêöèîíàëû ÿâëÿþòñÿ îâðàæ✲
íûìè è✱ â ñëó÷àå ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è✱ íå ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè✳ Òåì
íå ìåíåå✱ ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ðåøåíèå
ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ✳ ➶ ñëó÷àå çàäà÷è ñâåäåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà
âðåìÿ ðàñ÷➻òà âñåãî ïðîèçâîäñòâà✱ ñîñòîÿùåãî èç áîëåå✱ ÷åì òûñÿ÷è óñòàíî✲
âîê✱ ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî ✺ ìèíóò ñ òî÷íîñòüþ îïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ
ïðîäóêöèè äî ✵✳✺ êã✳

Ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íå
òîëüêî äëÿ ïðèíÿòèÿ îïåðàòèâíûõ ðåøåíèé ïî óïðàâëåíèþ ïðåäïðèÿòèåì✱ íî
è äëÿ àíàëèçà è îïòèìèçàöèè ïðîöåññîâ íà ïðîèçâîäñòâå✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ✃îíâåéÐ✳➶✳✱ ❒àêñâåëë➶✳❐✳✱ ❒èëëåð❐✳➶✳ Òåîðèÿ ðàñïèñàíèé✳
❒✳✿ ❮➚Ó✃➚✱ ✶✾✼✺✳

✷✳ ➪ðàóí➴✳➶✳ Ðîññèéñêàÿ íàóêà è ïåðåäîâûå ■❚✲òåõíîëîãèè ✭îòå÷å✲
ñòâåííûå ðåøåíèÿ äëÿ ðåàëüíîãî ïðîèçâîäñòâà✮ ✴✴ ➘åëîâîé æóðíàë
◆❡❢t❡❣❛③✳❘❯✳ ✷✵✶✽✳ ➑ ✹✳ Ñ✳ ✽✽✕✾✵✳

✶✽✸
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Ôèçèêî✲ìàòåìàòè÷åñêèå ìíîãîôóíêöèîíàëüíûå ìîäåëè✱

ñïåöèàëèçèðîâàííûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû è ïðîãðàììíûå

êîìïëåêñû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ

çàãðÿçíåíèÿ ñ ó÷åòîì êîíêðåòíîé ✸❉ ãîðîäñêîé çàñòðîéêè

èëè ïðîìûøëåííîãî îáúåêòà

Ñîðîêîâèêîâà ❰ëüãà Ñïàðòàêîâíà✶

➘çàìà ➘ìèòðèé ➶ëàäèìèðîâè÷✷

✶✿ ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð✱ ➮➪Ð➚Ý Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

✷✿ ì✳í✳ñ✳✱ ➮➪Ð➚Ý Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

❊✲♠❛✐❧✿ ♦❧❣❛❴s♦r♦❦♦✈❅♠❛✐❧✳r✉✱ ❞♠✐tr②✳❞③❛♠❛❅②❛♥❞❡①✳r✉

➘îêëàä ïîñâÿùåí ôèçèêî✲ìàòåìàòè÷åñêèì ìíîãîôóíêöèîíàëüíûì ìîäå✲
ëÿì è èõ îñíîâíûì áëîêàì✱ ïðåäíàçíà÷åííûì äëÿ ðàñ÷åòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ
çàãðÿçíåíèÿ ñ ó÷åòîì òð➻õìåðíîé ãîðîäñêîé çàñòðîéêè èëè êîíêðåòíîãî ïðî✲
ìûøëåííîãî îáúåêòà✳ ❮åîòúåìëåìîé ÷àñòüþ òàêèõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåê✲
ñîâ äîëæíû áûòü ðîáàñòíûå ❈❋❉ ìîäåëè✱ ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ðàñ÷åòà ïî✲
ëåé ñêîðîñòè âåòðà è äèíàìèêè ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíåíèé✳ ✃ðîìå ýòîãî✱
äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îñîáåííîñòÿì✱ ñâÿçàííûì ñ ðàäèîàêòèâíîé ïðèðî✲
äîé çàãðÿçíåíèÿ✳ ✃ òàêèì îñîáåííîñòÿì îòíîñèòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíå✲
íèÿ ðîáàñòíûõ ìåòîäèê✱ ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâåí✲
íûå ïîëÿ îáëó÷åíèÿ îò îáëàêà ðàäèîàêòèâíîãî çàãðÿçíåíèÿ ïðîèçâîëüíîé
ôîðìû✱ ïðîèçâîëüíî çàãðÿçí➻ííûõ ñòåí çäàíèé è ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíî✲
ñòè ✭ïî÷âû✮✳ ➶ ïîñëåäíèå ãîäû â ìèðå ðàçâèâàåòñÿ òàêîå íàïðàâëåíèå êàê
ìèêðî✲ìàñøòàáíûå ìåòåîðîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ✭❒❒❒✮✳ ❰íè ïðèìåíÿþòñÿ â
îñíîâíîì â îáëàñòè âû÷èñëèòåëüíîé ìåòåîðîëîãèè ✕ â òàêèõ çàäà÷àõ✱ êàê
àíàëèç ýêîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèè è îöåíêà ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ óñëîâèé â ãîðîä✲
ñêîé ñðåäå✳ ❒îäåëè êëàññà ❒❒❒ ✕ ýòî óçêîñïåöèàëèçèðîâàííûå ❈❋❉ ìîäåëè✱
êîòîðûå✱ â îòëè÷èå îò óíèâåðñàëüíûõ êîäîâ îáùåãî íàçíà÷åíèÿ ✭òàêèõ êàê
❖♣❡♥❋❖❆▼ èëè ❆◆❙❨❙ ❋▲❯❊◆❚✮✱ íå òðåáóþò ïðÿìîãî ðàçðåøåíèÿ âÿçêîãî
è ïðîìåæóòî÷íîãî ïîäñëîÿ✱ êîòîðîå ïðîèçâîäèòñÿ çà ñ÷➻ò ñãóùåíèÿ ðàñ÷➻ò✲
íîé ñåòêè ê ïîâåðõíîñòè îáúåêòà èëè ó÷åòîì ïðèñòåíî÷íûõ ôóíêöèé✳ ➶ óç✲
êîñïåöèàëèçèðîâàííûõ ìîäåëÿõ êëàññà ❒❒❒ èñïîëüçóåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà ñ ïîâåðõíîñòüþ çåìëè è ñòåíàìè çäà✲
íèé✳ Ôàêòè÷åñêè✱ èñïîëüçóþòñÿ ïðîñòåéøèå äâóñëîéíûå ìîäåëè✱ â êîòîðûõ
íå èñïîëüçóþòñÿ êàêèå✲ëèáî ïðèñòåíî÷íûå ôóíêöèè✱ à âìåñòî íèõ ââîäèòñÿ
êëàññ ãðàíè÷àùèõ ñ òâ➻ðäîé ïîâåðõíîñòüþ ÿ÷ååê✱ â êîòîðûõ ðàññ÷èòûâàþòñÿ
ïàðàìåòðû òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà îñîáûì îáðàçîì✱ îòëè÷íûì îò òîãî✱ êàê ýòî
äåëàåòñÿ â îñòàëüíûõ ðàñ÷➻òíûõ ÿ÷åéêàõ✳ ➘îêëàä ïîñâÿùåí îñîáåííîñòÿì îä✲
íîé èç òàêèõ ìîäåëåé ✭êëàññà ❒❒❒✮✱ ðàçðàáîòàííûõ àâòîðàìè✳ ➚ èìåííî✿ å➻
âàëèäàöèè❀ ìåòîäîëîãèè ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ýêñïåðèìåí✲
òàëüíûìè äàííûìè❀ îöåíêàì êà÷åñòâà èõ ñîîòâåòñòâèÿ✱ â òîì ÷èñëå ìåòðèêàì

✶✽✹
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è êîëè÷åñòâåííûì õàðàêòåðèñòèêàì ñîîòâåòñòâèÿ ✭ñîâðåìåííûì ñòàòèñòè÷å✲
ñêèì õàðàêòåðèñòèêàì êà÷åñòâà ìîäåëèðîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåæäóíàðîä✲
íûìè ðåêîìåíäàöèÿìè✮✳ ❰òëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ýòîé ìîäåëè✱ ïî ñðàâ✲
íåíèþ ñ çàðóáåæíûìè àíàëîãàìè ✕ ▼■❙❑❆▼ ✭➴âðîïà✮ ❬✶❪ è ❋❊▼✸▼P ✭ÑØ➚✮
❬✷❪✱ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà✱ èìïóëüñà è êèíåòè÷å✲
ñêîé ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè âáëèçè ïîâåðõíîñòè✱ â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðà✲
òóðíîé ñòðàòèôèêàöèè àòìîñôåðû✱ à òàê æå âîçìîæíîñòü ðàñ÷➻òà ìîùíîñòè
äîçû âíóòðåííåãî è âíåøíåãî îáëó÷åíèÿ ÷åëîâåêà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå íà
òåððèòîðèè îáúåêòà â îòêðûòîì ïðîñòðàíñòâå✳ ➶ äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ìåòîäîëîãèÿ îïòèìèçàöèè è ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ òðóäî➻ìêîãî àëãîðèòìà ðàñ✲
÷åòà îáëó÷åíèÿ îò îáëàêà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû è ïðîèçâîëüíî çàãðÿçí➻ííûõ
ñòåí çäàíèé è ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè✱ à òàê æå âîïðîñû ýôôåêòèâíîñòè✳
➘ëÿ âåðèôèêàöèè ìîäåëåé êëàññà ❒❒❒ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê êðóïíî✲
ìàñøòàáíûå íàòóðíûå ýêñïåðèìåíòû✱ òàê è ëàáîðàòîðíûå òóííåëüíûå ýêñ✲
ïåðèìåíòû✱ ïðîâîäèìûå ñ óìåíüøåííûìè êîïèÿìè ðåàëüíûõ îáúåêòîâ çà✲
ñòðîéêè✳ Ïðåäñòàâëÿåìàÿ ìîäåëü áûëà âåðèôèöèðîâàíà✱ â ÷àñòíîñòè✱ ñ èñ✲
ïîëüçîâàíèåì ðåêîìåíäîâàííîé ìèðîâûì íàó÷íûì ñîîáùåñòâîì áàçû äàííûõ
❈❊❉❱❆▲✱ ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ âåðèôèêàöèè ìîäåëåé êëàññà ❒❒❒ è ñ èñ✲
ïîëüçîâàíèåì ðåêîìåíäîâàííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñîîòâåòñòâèÿ
ðàññ÷èòàííûõ è èçìåðåííûõ â ýêñïåðèìåíòå äàííûõ✳ ➶ êà÷åñòâå îáúåêòîâ çà✲
ñòðîéêè â ýòîé áàçå äàííûõ ôèãóðèðîâàëè êàê îòäåëüíî ñòîÿùèå çäàíèÿ â
ôîðìå ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà✱ òàê è ìíîæåñòâî çäàíèé✱ èëè çäàíèÿ
ñî ñëîæíîé ôîðìîé✳ Ðåçóëüòàòû âåðèôèêàöèè ïîêàçàëè✱ ÷òî ðàçðàáîòàííàÿ
ìîäåëü óäîâëåòâîðÿåò ïðè➻ìî÷íûì êðèòåðèÿì êà÷åñòâà ìîäåëèðîâàíèÿ è íå
óñòóïàåò êàê ñïåöèàëèçèðîâàííûì êîäàì✱ òàê è êîäàì îáùåãî íàçíà÷åíèÿ✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ ❙♦✉♥❞P❧❛♥✳ ▼■❙❑❆▼ ❛❞✈❛♥❝❡❞✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s♦✉♥❞♣❧❛♥✳❡✉✴❡♥❣❧✐s❤✴s♦✉♥❞♣❧❛♥✲
❛✐r✲♣♦❧❧✉t✐♦♥✴♠✐s❦❛♠✲❛❞✈❛♥❝❡❞✴

✷✳ ❙t❡✈❡♥s❚✳❈❤❛♥✱▼❛rt✐♥ ❏✳ ▲❡❛❝❤✳ ❆ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❊▼✸▼P ✇✐t❤ ❏♦✐♥t
❯r❜❛♥ ✷✵✵✸ ❉❛t❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝❧✐♠❛t♦❧♦❣②✳ ❱♦❧✳
✹✻✳ ✷✵✵✼✳ ♣♣✳ ✷✶✷✼✲✷✶✹✻ ❉❛t❛ ❜❛s❡ ❈❊❉❱❆▲ ❛t ❍❛♠❜✉r❣ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠✐✳③♠❛✇✳❞❡✴✐♥❞❡①✳♣❤♣❄✐❞❂✹✸✷

✶✽✺



Ñåêöèÿ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êàòàñòðîôè÷åñêèõ

ÿâëåíèé✱ âîçíèêàþùèõ ïðè ðàçðóøåíèè ïëîòèí

Ñõèðòëàäçå ❮óãçàð ❒èõàéëîâè÷✶

×àíòóðèÿ ➚çà ➬àóðîâíà✷

❒åëàäçå ➹àìëåò ➶àðëàìîâè÷✸

✶✿ ä✳ì✳í✳✱ ïðîôåññîð✱ ✃àâêàçñêèé Óíèâåðñèòåò✱ Òáèëèñè✱ ➹ðóçèÿ

✷✿ ä✳ì✳í✳✱ ✃àâêàçñêèé Óíèâåðñèòåò✱ Òáèëèñè✱ ➹ðóçèÿ

✸✿ ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ ïðîôåññîð✱ ➮íñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè èìåíè ❮✳➮✳❒óñõåëèøâèëè

➹ðóçèíñêîãî Òåõíè÷åñêîãî Óíèâåðñèòåòà✱ Òáèëèñè✱ ➹ðóçèÿ

❊✲♠❛✐❧✿ ♥s❦❤✐rt❧❛❞③❡❅❝✉✳❡❞✉✳❣❡✱ ❛❝❤❛♥t✉r✐❛❅❝✉✳❡❞✉✳❣❡✱

❤❴♠❡❧❛❞③❡❅❤♦t♠❛✐❧✳❝♦♠

Ïðèðîäíûå è èñêóññòâåííûå âîäîõðàíèëèùà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîòåí✲
öèàëüíóþ îïàñíîñòü✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ âñëåäñòâèå ðàçëè÷íîãî ðîäà îáâàëüíî✲
îïîëçíåâûõ ÿâëåíèé ó áîðòîâ âîäîõðàíèëèùà✱ íà ïîâåðõíîñòè âîäû âîçíèêàþò
ãðàâèòàöèîííûå âîëíû✳ ➮ñêóññòâåííûå âîäîõðàíèëèùà ñîäåðæàò îïàñíîñòü è
äðóãîãî ðîäà✳ Ïëîòèíû ìîãóò áûòü ðàçðóøåíû ïîä âëèÿíèåì åñòåñòâåííûõ
✭ñåéñìè÷åñêèõ✮ èëè äðóãèõ ✭äèâåðñèÿ✱ òåððîðèñòè÷åñêèé àêò✮ ïðè÷èí✳

➘ëÿ ðàçðàáîòêè îïòèìàëüíîãî ïëàíà ýâàêóàöèè íàñåëåíèÿ è öåííîñòåé èç
íèæíåãî áüåôà â ñëó÷àå ïðîðûâà ïëîòèíû èëè ïðè îáðàçîâàíèè âîëí âûñî✲
êîé àìïëèòóäû✱ àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ íàäåæíîå ïðîãíîçèðîâàíèå õàðàêòåðà
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âûðâàâøèõñÿ ëàâèíîîáðàçíûõ âîäíûõ ìàññ✳

➶ äîêëàäå ïîñòðîåíà äâóìåðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôîðìèðîâàííàÿ
ïðîðûâíîé âîëíû ïðè ðàçðóøåíèè ïëîòèí✳

➘ëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç✲
âîäíûõ ïîñòðîåíû è îáîñíîâàíû äâóõñëîéíûå ëèíåàðèçîâàííûå ðàçíîñòíûå
ñõåìû ñ íåëèíåéíûì ðåãóëÿðèçàòîðîì✳

✃îíêðåòíûå ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ïàðàìåòðîâ îïîëçíåâûõ âîëí ïðîâåäåíû
íà ïðèìåðå îïîëçíÿ Òîê✱ îáðóøåíèå êîòîðîãî ïðîèçîøëî â âîäîõðàíèëèùå
➶àéîíò ✭➮òàëèÿ✮ â ✶✾✻✸ ã✳

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû â âèäå äâóìåðíûõ è òðåõ✲
ìåðíûõ ãðàôèêîâ✳

Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîâïàäåíèå ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòà✲
òàìè íàòóðíûõ íàáëþäåíèé✳

✶✽✻



Ñåêöèÿ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

×èñëåííîå ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â çàäà÷àõ

ãèïåðçâóêîâîé àýðîäèíàìèêè êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ

Òèòàðåâ ➶ëàäèìèð ➚ëåêñàíäðîâè÷

ä✳ô✳ ✕ ì✳ í✳✱ ïðîôåññîð
❊✲♠❛✐❧✿ t✐t❛r❡✈❅❝❝❛s✳r✉

Ô➮Ö ➮Ó Ð➚❮✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

➶ ïîñëåäíèå ✶✵ ëåò àâòîðîì äîêëàäà ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ
òðåõìåðíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ èíòåãðàëîì ñòîëêíîâåíèé Øàõîâà ❬✶❪
✭❙✲ìîäåëè✮ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ ❬✷✲✸❪✳ ➘àííûå ìåòîäû ðåà✲
ëèçîâàíû â ïàêåòå ïðîãðàìì ✏❮åñâåòàé✑✳ ❰ñíîâíûìè ïðèëîæåíèÿì ÿâëÿþòñÿ
ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèé â âàêóóìíûõ óñòàíîâêàõ è âûñîòíàÿ àýðîäèíàìèêà
ñïóñêàåìûõ àïïàðàòîâ è ñïóòíèêîâ✳ ❰òëè÷èòåëüíûìè îñîáåííîñòÿìè ðàçðà✲
áàòûâàåìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñîñòîÿò â ïîääåðæêå èñïîëüçîâàíèÿ áëî÷íî✲
ñòðóêòóðèðîâàííûõ è ãèáðèäíûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê è ïðèìåíåíèè
ýêîíîìè÷íîé íåÿâíîé ñõåìû âûñîêîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè íà òàêèõ ñåò✲
êàõ✳

➶ íàñòîÿùåì äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåí îáçîð ðåçóëüòàòîâ àâòîðà✱ ïî✲
ëó÷åííûõ çà ïîñëåäíèå ✸ ãîäà✿ íîâûå ÷èñëåííûå ìåòîäû✱ ïðîãðàììíàÿ ðåà✲
ëèçàöèÿ â ðàìêàõ äâóõóðîâíåâîé ìîäåëè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé ▼P■ ✰
❖♣❡♥▼P✱ ñðàâíåíèÿ ñ ìåòîäîì ïðÿìîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ðå✲
øåíèåì óðàâíåíèÿ ➪îëüöìàíà✳ ➪óäóò ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ âíåøíåãî
ãèïåðçâóêîâîãî îáòåêàíèÿ òåë ñëîæíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìû ñ èñïîëüçî✲
âàíèåì äî ✷✺✻ óçëîâ íà ñèñòåìàõ ❘❙❑ P❡t❛str❡❛♠ ❬✹❪✱ óñòàíîâëåííûõ â ❒åæ✲
âåäîìñòâåííîì ñóïåðêîìïüþòåðíîì öåíòðå Ð➚❮ è Ñàíêò✲Ïåòåðáóðãñêîì ïî✲
ëèòåõíè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå Ïåòðà ➶åëèêîãî✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ïðîåêòà ÐÔÔ➮ ✶✽✲✵✽✲✵✵✺✵✶✳
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ Øàõîâ ➴✳❒✳ ❰á îáîáùåíèè ðåëàêñàöèîííîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
✃ðóêà ✴✴ ➮çâ✳ ➚❮ ÑÑÑÐ✳ ❒åõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà✳ ✶✾✻✽✳ ◆✳ ✺✳ ❈✳
✶✹✷✕✶✹✺

✷✳ Òèòàðåâ✳ ➶✳➚✳ ❮åÿâíûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà ïðîñòðàíñòâåííûõ òå✲
÷åíèé ðàçðåæåííîãî ãàçà íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ ✴✴➷✳ âû÷èñë✳
ìàòåìàòèêè è ìàò✳ ôèçèêè✳ ✷✵✶✵ Ò✳ ✺✵✳ ◆ ✶✵✳ Ñ✳ ✶✽✶✶✲✶✽✷✻✳

✸✳ ❱✳❆✳ ❚✐t❛r❡✈✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❤②♣❡rs♦♥✐❝ r❛r❡✜❡❞
❣❛s ✢♦✇s ✴✴ ❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ❋❧✉✐❞s✳ ✷✵✶✽✳ ❱✳ ✶✻✾✳ P✳ ✻✷✲✼✵✳

✹✳ ✹✳ ❙❡♠✐♥ ❆✳✱ ❉r✉③❤✐♥✐♥ ❊✳✱ ▼✐r♦♥♦✈ ❱✳✱ ❙❤♠❡❧❡✈ ❆✳✱ ▼♦s❦♦✈s❦② ❆✳✳ ❚❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❙❈ P❡t❛❙tr❡❛♠ ♠♦❞✉❧❡ ✴✴ ▲❡❝t✉r❡
◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✳ ✷✵✶✹✳ ❱✳ ✽✹✽✽✳ P✳ ✹✷✵✕✹✷✾✳

✶✽✼



Ñåêöèÿ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

Ïðåîáðàçîâàíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé âçàèìîäåéñòâèÿ

ìàëîïåðèîäíûõ ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ ê êàíîíè÷åñêîìó

âèäó

Òðîôèìîâ ➶ÿ÷åñëàâ ➚íàòîëüåâè÷✱

Ðàçãóëèí ➚ëåêñàíäð ➶èòàëüåâè÷✱

Ñòåïàíåíêî Ñâåòëàíà ➶ëàäèìèðîâíà

ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ ïðîôåññîð❀ ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ ïðîôåññîð❀ àñïèðàíò
❊✲♠❛✐❧✿ ✈❛tr♦❅❝s✳♠s✉✳r✉✱ r❛③❣✉❧✐♥❅❝s✳♠s✉✳r✉✱ s✳st❡♣❛♥❡♥❦♦❅❝s✳♠s✉✳r✉

Ôàêóëüòåò ➶❒✃ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ❒îñêâà✱ Ðîññèÿ

➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîáùåííûå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãå✲
ðà✱ îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå ìàëîïåðèîäíûõ ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ â ñðå✲
äå ñ êóáè÷íîé è êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ✳ ➘ëÿ ñëó÷àÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
îäèíî÷íîãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà â êóáè÷íîé ñðåäå â ❬✶❪ áûëî ïðåäëîæåíî íåëè✲
íåéíîå îáîáùåííîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà✱ ñîäåðæàùåå ïðîèçâîäíóþ ïî âðå✲
ìåíè îò íåëèíåéíîãî îòêëèêà ñðåäû✱ à òàêæå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ïî âðå✲
ìåíè è êîîðäèíàòå✱ âäîëü êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ èçëó÷åíèå✳ ➶ ðàáîòå ❬✷❪
áûë ðàçðàáîòàí ïîäõîä✱ îïèñûâàþùèé ïðåîáðàçîâàíèå áîëåå ïðîñòîãî îáîá✲
ùåííîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ îïåðàòîðîì✱ íå ñîäåðæàùèì ñìåøàííûõ
ïðîèçâîäíûõ✳

➘ëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ✱ ðàññìàòðèâàåìîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå✱ ïðåä✲
ëàãàåòñÿ îðèãèíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå✱ êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè óðàâíå✲
íèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó✱ íå ñîäåðæàùåìó ïðîèçâîäíûõ îò íåëèíåéíîãî îò✲
êëèêà ñðåäû è ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ✳ Òàêîé âèä óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿåò ïî✲
ñòðîèòü èíâàðèàíòû✱ õàðàêòåðèçóþùèå ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìàëîïåðè✲
îäíûõ èìïóëüñîâ â êóáè÷íîé ñðåäå✳

➶ ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìïóëüñîâ â ñðåäå ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíî✲
ñòüþ ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äâóõ÷àñòîòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ðàìêàõ ñè✲
ñòåìû îáîáùåííûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé Øðåäèíãåðà✳ Ðàçâèâàåìûé íàìè
ïîäõîä òàêæå ïîçâîëèë ïðåîáðàçîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ê êàíîíè÷åñêîìó
âèäó✳ ➶ ðàáîòå äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòîâ ✭ýíåðãèè✱ ñïåê✲
òðàëüíîãî✱ ãàìèëüòîíà è äð✳✮ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ çàäà÷✳ Ïîëó÷åííûå èí✲
âàðèàíòû ïîçâîëÿþò êîíòðîëèðîâàòü ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ✱
â îñíîâå êîòîðûõ ëåæàò êîíñåðâàòèâàíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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✷✳ Òðîôèìîâ➶✳➚✳ ❰ íîâîì ïîäõîäå ê ìîäåëèðîâàíèþ íåëèíåéíîãî ðàñïðî✲
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➶ûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ✱ âêëþ÷àÿ

ñóïåðêîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè✳ ➚êòóàëüíûå ïðîáëåìû

ðàçâèòèÿ è âíåäðåíèÿ â ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ

Øàãàëèåâ Ðàøèò ❒èðçàãàëèåâè÷

ä✳ô✳✲ì✳í✳✱ ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê
❊✲♠❛✐❧✿ r♠s❤❛❣❛❧✐❡✈❅✈♥✐✐❡❢✳r✉

Ðîññèéñêèé ôåäåðàëüíûé ÿäåðíûé öåíòð ✕ ➶ñåðîññèéñêèé
íàó÷íî✲èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè✱ Ñàðîâ✱

Ðîññèÿ

Ðàçâèòèå è âíåäðåíèå â ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ íà êà÷åñòâåííî íîâîì
óðîâíå òåõíîëîãèé âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé✱ âêëþ÷àÿ ñóïåðêîì✲
ïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå✱ âõîäèò â ÷èñëî îñîáî àêòóàëüíûõ çàäà÷✳ ✃ëþ÷å✲
âîé öåëüþ ðàáîò ïî äàííîìó íàïðàâëåíèþ ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå òåõíîëîãèé êîì✲
ïëåêñíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ✱ îïèñûâàþùèõ ñ òðåáóåìûì óðîâ✲
íåì ïðåäñêàçàòåëüíîñòè ïðîöåññû✱ ïðîòåêàþùèå ïðè ðàáîòå ñëîæíûõ òåõíè✲
÷åñêèõ ñèñòåì✱ ãîâîðÿ èíà÷å✱ ñîçäàíèå ñóïåðêîìïüþòåðíûõ äâîéíèêîâ âûñî✲
êîòåõíîëîãè÷íûõ èçäåëèé è ñèñòåì è íà èõ áàçå òåõíîëîãèé öèôðîâûõ èñïû✲
òàíèé✳

➬àäà÷à ñîçäàíèÿ òàêèõ òåõíîëîãèé òðåáóåò ðàçâèòèÿ âûñîêîòî÷íûõ
ôèçèêî✲ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé✱ ýôôåêòèâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è
àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ øèðîêîãî êðóãà ôèçè÷åñêèõ ïðîöåñ✲
ñîâ✳

Ó÷èòûâàÿ ñîâðåìåííûå òåíäåíöèè â ðàçâèòèè àðõèòåêòóð âûñîêîïðîèç✲
âîäèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì✱ íåîáõîäèìî òàêæå àêòèâíîå ðàçâèòèå
ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ âûñîêîïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé✱ îðèåíòèðîâàííûõ íà
âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíûõ ðàñ÷åòîâ íà ñóïåð✲Ý➶❒ ñ ãåòåðîãåííîé àðõèòåê✲
òóðîé è ìàññîâûì ïàðàëëåëèçìîì✳

➘ðóãèìè âàæíûìè ñîñòàâíûìè ÷àñòÿìè ðàáîò ïî ðàçâèòèþ ñîâðåìåííûõ
òåõíîëîãèé âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé ÿâëÿþòñÿ✿

✲ ðàçâèòèå íîâûõ ìîäåëåé ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ íà îñíîâå ìåòîäîâ ìîëåêó✲
ëÿðíîé äèíàìèêè è ïåðâûõ ïðèíöèïîâ✱ ñîçäàíèå íà èõ îñíîâå áàç äàííûõ❀

✲ ñîçäàíèå ìåòîäîëîãèè âåðèôèêàöèè è âàëèäàöèè ñóïåðêîìïüþòåðíûõ
äâîéíèêîâ èçäåëèé❀ ñîçäàíèå ñ ýòîé öåëüþ áàç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ
è áèáëèîòåê âåðèôèêàöèîííûõ è âàëèäàöèîííûõ çàäà÷❀

✲ ðàçâèòèå íîðìàòèâíîé áàçû✱ ðåãëàìåíòèðóþùåé ïðèìåíåíèå âûñîêî✲
ïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé êàê ñîñòàâíîé ÷àñòè íàóêîåìêèõ ðàñ÷åòíî✲
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé è òåõíîëîãèé ïðîåêòèðîâàíèÿ è ñîçäàíèÿ
ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì✳

➶ äîêëàäå íà ïðèìåðå äâóõ êîíêðåòíûõ îáëàñòåé ðàáîò✱ ïðîâîäèìûõ â
ÐÔßÖ✲➶❮➮➮ÝÔ✿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ëàçåðíîãî òåð✲
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ìîÿäåðíîãî ñèíòåçà è ñóïåðêîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â èíòåðåñàõ ïðîåê✲
òèðîâàíèÿ è ñîçäàíèÿ âûñîêîòåõíîëîãè÷íûõ èçäåëèé ìàøèíîñòðîåíèÿ ✭àâèà✲
ñòðîåíèÿ✱ ñóäîñòðîåíèÿ✱ ðàêåòíî✲êîñìè÷åñêîé îòðàñëè è äð✳✮✱ ïðîâîäèòñÿ àíà✲
ëèç òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ è èçëàãàþòñÿ àêòóàëüíûå ïðîáëåìû â îáëàñòè ñîçäà✲
íèÿ òåõíîëîãèé âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé✳ ➘àåòñÿ êðàòêîå îïèñà✲
íèå ìîäåëåé è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ✱ ðàçðàáîòàííûõ â ÐÔßÖ✲➶❮➮➮ÝÔ✱ è ðå✲
àëèçîâàííûõ â êðóïíûõ êîìïëåêñàõ ïðîãðàìì✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ ïðåäñòàâëåí ïà✲
êåò ïðîãðàìì ❐❰➹❰Ñ✱ ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ àýðî✲
✱ ãèäðî✲✱ ãàçîäèíàìèêè✱ òóðáóëåíòíîñòè✱ ïðî÷íîñòè è äåôîðìàöèè✱ ïåðåíî✲
ñà ýíåðãèè è ÷àñòèö â ìíîãîãðóïïîâîì êèíåòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè è äðóãèõ
ïðîöåññîâ✳ ➘àíî êðàòêîå èçëîæåíèå íàêîïëåííîãî îïûòà ïî ñîçäàíèþ îòå÷å✲
ñòâåííîé èíòåãðèðóþùåé ïëàòôîðìû äëÿ ñóïåðêîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâà✲
íèÿ✱ òåõíîëîãèè öèôðîâûõ èñïûòàíèé✱ ïî ðàçâèòèþ ìåòîäîâ âûñîêîïàðàë✲
ëåëüíûõ âåêòîðèçîâàííûõ âû÷èñëåíèé íà ñóïåð✲Ý➶❒ ðàçëè÷íîé àðõèòåêòó✲
ðû✳ Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ôèçèêè âûñîêèõ ïëîò✲
íîñòåé ýíåðãèè è âûñîêîòåõíîëîãè÷íûõ îòðàñëåé ìàøèíîñòðîåíèÿ✳
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Ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ òð➻õìåðíûõ

íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ❮àâüå ✕ Ñòîêñà

Ùåðèöà ❰ëüãà ➶ëàäèìèðîâíà✶

Øàòðîâ ❰ëåã ➚ëåêñàíäðîâè÷✷

❒àæîðîâà ❰ëüãà Ñåìåíîâíà✸
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❖❧❣❛▼❛③❤♦r❅♠❛✐❧✳r✉

➶ ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû äâà àëãîðèòìà ðåøåíèÿ òð➻õìåðíûõ íåñòàöèîíàð✲
íûõ óðàâíåíèé ❮àâüå ✕ Ñòîêñà â åñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ✳ Ïåðâûé îñíîâàí
íà ñîâìåñòíîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èìïóëüñà è óðàâíåíèÿ íåðàçðûâ✲
íîñòè✳ ➘ëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé èñïîëüçîâàëàñü ïðîöåäóðà
❈▲❯❙❚❊❘❴❙P❆❘❙❊❴❙❖▲❱❊❘✱ ðåàëèçóþùàÿ ïðÿìîé àëãîðèòì LU ôàêòîðè✲
çàöèè ìàòðèöû✳ Ïðîöåäóðà ñîäåðæèòñÿ â áèáëèîòåêå ■♥t❡❧✭❘✮ ▼❛t❤ ❑❡r♥❡❧
▲✐❜r❛r② 2019✳ Òàêîé ïîäõîä îáåñïå÷èâàåò áåçóñëîâíóþ óñòîé÷èâîñòü àëãîðèò✲
ìà✱ îäíàêî äëÿ åãî ïðèìåíåíèÿ íåîáõîäèìû áîëüøèå âû÷èñëèòåëüíûå ìîùíî✲
ñòè ❬✶❪✳ ➶òîðîé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ❮àâüå✲Ñòîêñà ÿâëÿåòñÿ ìå✲
òîäîì òèïà ïðåäèêòîð✲êîðåêòîð ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ
óðàâíåíèé ❮àâüå✲Ñòîêñà✳ Óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì áûñòðî✲
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ❬✷❪✳ Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ãèáðèäíîì âû÷èñëè✲
òåëüíîì êëàñòåðå ✃✲✻✵✱ êîòîðûé óñòàíîâëåí â ➮Ï❒ èì✳ ❒✳➶✳ ✃åëäûøà Ð➚❮✱
ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíîëîãèé ❖♣❡♥▼P è ❖♣❡♥❆❈❈✳

Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ ïðîâåäåíî íà ïðèìåðå çàäà÷è î ðàçâèòèè êîíâåê✲
òèâíîé íåóñòîé÷èâîñòè â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå æèäêîñòè ñ îäíîðîäíûì âíóò✲
ðåííèì ïîäîãðåâîì✳ Ïðîâåäåíû îöåíêè çàòðàò îïåðàòèâíîé ïàìÿòè✱ à òàê æå
ìàøèííîãî âðåìåìè íà ðàñ÷åò îäíîãî êîíâåêòèâíîãî âðåìåíè è âñåé çàäà÷è â
öåëîì✳ ➪ëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ òåõíîëîãèé ❖P❊◆▼P è ❖P❊◆❆❈❈ óäàëîñü
ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âðåìÿ ðàñ÷åòà è óâåëè÷èòü ðàçìåð ïðîñòðàíñòâåííîé
ñåòêè✳ Ýòî îòêðûâàåò íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ãèä✲
ðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â îáëàñòÿõ áîëüøîãî îáúåìà✳
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